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Prefacio

El presente texto es el resultado de la ediciéon de las notas de clase, corregidas y aumentadas, de
un primer curso de fisica estadistica de un semestre de duracion, dictado en repetidas ocasiones
a estudiantes del pregrado de fisica en la Universidad de Los Andes. Como es usual en un curso
introductorio a la mecénica estadistica, nos restringimos aqui a la descripcién de sistemas en
equilibrio cuyos constituyentes se consideran esencialmente no interactuantes.

En el desarrollo del tema que nos ocupa, se ha querido mantener clara la jerarquia de las ideas
presentadas, precisando aquellas suposiciones que son fundamentales en la mecanica estadistica y
aquellas que son relevantes solo para el sistema particular estudiado. Esta jerarquia, ausente con
frecuencia en aquellos textos que son las referencias estandar, justifica en parte el presente trabajo
y lo hace adecuado para su uso al inicio de un curso para graduados. Sin embargo, estando estas
notas destinadas a proveer un primer acercamiento al tema, el tinico pre-requisito es el equivalente
a un curso introductorio a la fisica cuantica.

Al final de cada capitulo, se da un nimero muy reducido de problemas que han sido cuida-
dosamente escogidos para complementar y/o desarrollar conceptos importantes, asi como para
revisar algunas aplicaciones que enfatizan las ideas fundamentales subyacentes. La resolucion de
estos problemas es absolutamente indispensable para la adquisicién de una clara comprension de
los conceptos y manejo de las herramientas introducidas. Aquellos problemas marcados con un
asterisco son, en general, de dificultad mayor y pueden omitirse en una primera aproximacion. Lo
mismo puede decirse de aquellas secciones y capitulos marcados de la misma manera.

El texto esta dividido en tres partes. En la primera, que comprende los Capitulos 1-7, se esta-
blecen los fundamentos sobre los que descansa la descripcion estadistica de sistemas en equilibrio
recurriendo a la idea de ensemble. Se estudian algunos sistemas muy sencillos en contacto térmico
y se prescribe la correspondencia con la descripcién termodindmica, mostrandose que esta tltima
es por completo derivable de la mecanica estadistica. La segunda parte, Capitulos 7-11, comien-
za introduciendo la nocién de contacto difusivo y esta dedicada, esencialmente, al estudio de los
gases ideales cudnticos. Cierra con el gas ideal de Boltzmann, que es considerado desde un primer
momento, como una descripcion efectiva a altas temperaturas y densidades bajas de los gases
ideales cuanticos. Algunas aplicaciones importantes de las ideas desarrolladas con anterioridad,
conforman la tercera y ultima parte que comprende a los Capitulos 12-14.
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Capitulo 1

Sistemas aislados. Ensemble
Microcanonico

1.1 Una descripcién estadistica

El propdsito de la Mecanica Estadistica es describir sistemas constituidos por un gran ntimero de
particulas. En principio, esta descripcion viene dada en términos del estado cuantico ¢ corres-
pondiente,! pero, en general, solo disponemos de una fraccién de la informacién necesaria para
la completa especificacién de dicho estado. Asi, el macro-estado del sistema, caracterizado por
algunas cantidades macroscépicas (presion, energia total, temperatura, magnetizacién, etc), es
compatible (en la descripcién cuédntica) con un cierto conjunto de estados ¢ que responden a esas
mismas caracterizaciones. No es posible entonces precisar el estado cuantico en el que se encuentra
el sistema y de aqui que procedamos a describirlo en términos de probabilidades.

Es posible obtener una descripcion estadistica, esto es, en términos de probabilidades, recurrien-
do a la idea de ensemble: un conjunto constituido por un gran niimero n de sistemas similares. Asi,
la probabilidad de que alguna variable del sistema tome un valor particular se define con respecto
a este ensemble y esta dada por la fraccion de sistemas en el ensemble que estan caracterizados por
este valor particular de la variable considerada. Los sistemas en el ensemble estaran, en general,
en diferentes estados ¢ y podran por lo tanto estar caracterizados por valores diferentes de algunas
cantidades macroscopicas.

Por supuesto, un sistema podra estar sélo en aquellos estados que son compatibles con el co-
nocimiento parcial que de €l se tiene, esto es, en aquellos estados compatibles con el macro-estado
del sistema. Estos estados se denominaran “ estados accesibles al sistema ”. En la descripcion es-
tadistica, el ensemble representativo solo podra contener sistemas que estén en estados compatibles
con el macro-estado del sistema objeto de estudio. Asi los sistemas en el ensemble representativo
deberan estar distribuidos sobre todos los estados accesibles.

ISupondremos que todos los sistemas macroscépicos pueden ser considerados como constituidos por particulas,
cuyas variables fisicas relevantes con dimensiones de energiaxtiempo son del orden de la constante de Planck
h = 6,2710"2"ergs/s y por lo tanto con la descripcién provista por la Mecanica Cuéntica.
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1.2 Ensemble Microcanonico

Sistema Aislado. Diremos que un sistema esta aislado si no puede intercambiar energia con sus
alrededores y de aqui que la energia total del sistema sea una cantidad fija.

El Postulado Fundamental de la Mecanica Estadistica. Consideremos a continuacién el
caso simple de un sistema aislado en equilibrio. Todos los parametros macroscépicos que describen
el sistema aislado en equilibrio son independientes del tiempo y la situacién de equilibrio esta
caracterizada por el hecho de que la probabilidad de encontrar al sistema en un estado dado es
independiente del tiempo. La mecéanica estadistica descansa sobre el postulado fundamental de la
igualdad a priori de las probabilidades, cuyo enunciado es:

“Cuando un sistema macroscépico aislado esta en equilibrio, el sistema se encontrard en cual-
quiera de sus estados accesibles con la misma probabilidad ”.

Considérese un sistema macroscopico aislado con una energia comprendida en un entorno o F
de E. De acuerdo al postulado fundamental, la probabilidad P, de encontrar al sistema en el
estado r de energia F, vendra dada por

PT:{l/Q(E) si E< B, < E+6E (1.1)

en caso contrario

donde Q(E) es el nimero de estados accesibles, esto es, con energias en un entorno 6F de E y
por lo tanto igualmente probables. El ensemble que representa a sistemas aislados en equilibrio
estd constituido por sistemas distribuidos de acuerdo a ( 1.1 ) y se le conoce como ensemble
microcanénico. Ademas de tener una energia entre £y '+ §F, se da por entendido que todos los
miembros de este ensemble tienen el mismo nimero de particulas N y el mismo volumen V' .

A pesar de su simplicidad conceptual, el ensemble microcanénico provee prescripciones de
calculo un tanto dificiles de manipular debido a la restriccién de energia constante. Por ahora no
insistiremos mas en el ensemble microcanénico y lo dejaremos de lado para considerar el caso de
sistemas no aislados.



Capitulo 2

Sistemas en contacto térmico. El
Ensemble Canonico

A continuacién nos proponemos establecer una descripcion adecuada para sistemas que pueden
intercambiar energia con sus alrededores y establecer las correspondientes prescripciones para
calcular las variables macroscopicas que los caracterizan.

2.1 Contacto térmico

Consideremos un sistema S en interaccion con un reservorio térmico §’. S8’ deberd ser més “grande”
que S, esto es, S’ deberd tener mas grados de libertad que S y se mantendrd esencialmente
inalterado al ceder pequenas cantidades de energia a S. Supongamos que:

1. S8 no interactia fuertemente con &’ y por lo tanto la energia de S + S’ es simplemente la
suma de las energias F,, y E' de § y &’ respectivamente: Es,s = E, + E’ (la energia de
interaccién entre S y 8’ despreciable)

2. S estd en equilibrio con &’

Bajo estas condiciones, jcual es la probabilidad P, de encontrar el sistema S en el estado r de
energia F,.7
Es claro que la energia de S no esta fija. Es la energia del sistema combinado S+ &’ la que tiene
algun valor fijo entre 'y E 4+ §E (Obsérvese que estamos recurriendo al ensemble microcanénico
para representar al sistema compuesto S + §’). Cuando S tiene una energia E,., el reservorio &’
deberd tener una energia E’ en un entorno de E — FE,.. La probabilidad de encontrar a S en el
estado de energia F, es, por el postulado estadistico fundamental, simplemente proporcional al
numero de estados accesibles €2 de § + &’ bajo tal condicién y sera por lo tanto igual al nimero
de estados accesibles 2’ de &’
P.=CQE-E,), (2.1)

donde C’ es una constante de proporcionalidad que se determinard por normalizacién, esto es,
exigiendo que se cumpla

Sb =1, (2.2)

11
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donde la suma va sobre todos los estados accesibles. Puesto que &’ >> S entonces, E,, << F'y
podemos efectuar la expansion

logP, = logC' +1ogQ(E — E,) (2.3)
~ logC'+log Q'(E) — 0 logQY| E.+--- (2.4)
OF' 5
y con
6= [ 0 logQ’] (2.5)
T

se obtiene

log P, ~logC" +1logQY(E) — BE, + - - (2.6)

En cuanto al sistema S, log Q'(E) es una constante y por lo tanto
P, = Ce PFr, (2.7)

donde C' es independiente de n. De la condicién de normalizacion

Y Ce PP =1, (2.8)
se desprende que
p— 0 L 2.9
T_ZefﬁEr_Ee ’ (2.9)
donde hemos definido
Z=Y et (2.10)

El factor exponencial e ##" se denomina factor de Boltzmann y (2.10) recibe el nombre de funcién
particién del ensemble canénico. La ec.(2.9) es la distribucién de probabilidad asociada al ensemble
candnico, esto es, a sistemas en contacto térmico con un reservorio.

La distribucién canénica rige sélo si la unica constante del movimiento del sistema S + S’
es la energia. Si ademaés de la energia hay otras constantes de movimiento como por ejemplo el
momentum angular L, en vez de (2.6) tendremos

log P, = log C — BE, — BA - L., (2.11)

de utilidad en aplicaciones astrofisicas a galaxias rotantes. Es claro que la contribucién de &
a todas las constantes de movimiento del sistema S + S’, deberd aparecer en la distribucion de
probabilidades correspondiente. Asi, es posible considerar distribuciones en las que aparezcan de
manera explicita la energia, el momentum lineal, el momentum angular, la carga eléctrica total,
etc.

La distribucién candnica, (2.9), nos da la probabilidad de encontrar al sistema en el estado r
de energia E,. Note que la suma en (2.10) es sobre todos los estados accesibles. La probabilidad
P(FE) de que el sistema tenga una energia F comprendida en un entorno §F de E viene dada por

P(E)=>_ P, talque E<E,<E+JE. (2.12)
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Si 0F es pequeno, todos los estados involucrados en (2.12) serdn esencialmente igualmente pro-
bables, ya que (2.7) sera aproximadamente igual para todos estos estados. P(FE) vendréd entonces
dada por

P(E) = —Q(E)e ", (2.13)

donde ahora
Z = /dE Q(E)e7E.

La cantidad Q(F)dE nos da el nimero de estados con energias comprendidas entre E'y E + dE'y
Q(FE) recibe el nombre de densidad de estados.

2.2 Valores medios

Una vez obtenida la distribucién de probabilidades (2.9) se puede proceder a calcular valores
medios. Sea vy, el valor que toma la cantidad fisica y cuando el sistema se encuentra en el estado
n de energia F, y sea P, la probabilidad de que el sistema se encuentre en dicho estado, entonces

1
= ZynPn == Zyne_ﬂE” (2.14)
define el valor medio de y. En (2.14), la suma va sobre todos los estados accesibles al sistema.

Un sistema de dos niveles. A continuacién apliquemos la distribuciéon canénica a un caso muy
sencillo. Considérese una particula con espin % y momento magnético intrinseco u, bajo la accién
de un campo magnético externo B que define al eje z. Los estados posibles del sistema son dos,
uno con energia e, = —pB y otro con energia e . = puB. (Recuerde que la energia de un momento
magnético permanente fi en un campo magnético es —fi - é) Supongamos que este sistema esta
en equilibrio con un reservorio térmico. El reservorio puede ser considerado como el conglomerado
de todas las otras particulas de espin % que conforman el material ! junto con los otros grados de
libertad del material en cuestion, siempre y cuando la interaccion entre las particulas sea débil.

La probabilidad de encontrar a la particula en el estado de energia ¢, = —u B viene dada por
1
P, = _e P8 2.15
+ Ze ( )
y la de encontrarla en el estado con energia ¢, = —u B por
1
P = _etPB 2.16
e (216)
donde
7 = PB4 e7PrB — 9coshBuB. (2.17)

El valor medio del momento magnético de la particula vendra dado por

B eB.U‘B — e_B“B
= (pPy + (—p)P-) = W BB ¢ o=BuB prtanh(BpB). (2.18)

'Esto supone que la particula considerada es distinguible, suposicién valida si dichas particulas constituyen un
gas muy diluido o si estan localizadas en sitios definidos en la red cristalina de un sélido.
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Note que este resultado también puede ser obtenido a partir de

10
puesto que
,ueﬁuB _ ue_ﬁ“B — liz
30B

El momento magnético por unidad de volumen del material (o magnetizacién) M vendré dado por
M = N()ﬂv
donde Ny es el nimero de momentos magnéticos por unidad de volumen. Asi, la susceptibilidad

magnética , definida por
()
X=\|75 9
dB ) 5_,

viene dada para el sistema considerado por
X = BNop?.

Prosiguiendo con el célculo de valores medios, de (2.14) se sigue que la energia media vendra
dada por

_ ]
E=— > E,e (2.20)

donde la suma es sobre todos los estados accesibles del sistema independientemente de su energia,
ya que en el ensemble canodnico la distribucién en energia de los sistemas constituyentes, abarca
todas las energias posibles. Ahora bien, note que

_ 0 _ 0
N E,e P = 93 (Ze ﬁEn) = —%Z (2.21)
y de aqui que
E= —;Zg = —;ﬁan. (2.22)

Aqui es importante senalar que, alternativamente, la distribucién canénica (2.9) puede ser
obtenida como la distribucion mas probable sobre los estados accesibles al sistema que satisface el
vinculo

S EF, = E,

jugando (3 el papel del multiplicador de Lagrange asociado a dicho vinculo (se propone como
ejercicio al final de este capitulo).

Como ya dijimos, la distribucién canénica implica una distribucién de los sistemas constitu-
yentes del ensemble sobre todas las energias posibles. Esto nos lleva a considerar la desviacion
cuadratica media en la energia

=2

(AEY=(E-E?=FE-2EE+E =E2 - E°,
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que mide la dispersién de E en torno del promedio E.

Tenemos )
— 1 1 0
2= _N FElePr=_|-—| Z
7 zn: n® AW
y de aqui
m_ 107 _ 0 (107\ 1 ( 07 *0E |
S Zop op\zop) Zz? B '
Se desprende entonces que
. OFE 0’lnZ
2 E2 - = _Z 7= 2.23
donde hemos usado (2.22).

Suponga a continuaciéon que un sistema arbitrario, confinado al interior de un volumen V', se
encuentra en el estado ¢, con energia F,. Suponga que una de las caras de dicho volumen se
desplaza una distancia Ax y que aunque el valor de E,, cambia a F, + AFE, debido a este cambio
en V, no hay transiciones.? En este caso, la fuerza F), que ejerce el sistema en el estado £, sobre
la pared que se desplazé satisface

F,ANx = —-AFE,
que para Az — 0 da
0F,
- 2.24
p 5 (2.24)

donde p, = % es la presion y dV = Adz. Si p, es la presién ejercida por el sistema cuando se

encuentra en el estado ¢, la presion media p ejercida por el sistema cuando este se encuentre en
equilibrio térmico con un reservorio vendra dada por

p = anpm

oE,

— l _% —BEn
- Z%( av)e ’

10

D= GV InZ. (2.25)

De las expresiones (2.19), (2.22), (2.23) y (2.25), se desprende que todos los cédlculos en el
ensemble canodnico se reducen en esencia a calcular la funcién de particién Z. El calculo de Z
requiere, a su vez, que se conozca el espectro de energias { E,,(N,V')} de la ecuacién de Schrodinger
para los N cuerpos, lo que en general es imposible. Sin embargo, en algunos casos el hamiltoniano
del sistema puede escribirse como una suma de términos independientes mas simples y las energias
pueden ser entonces escritas como una suma, simplificindose el calculo de la funcién de particién.

esto es,

2El cambio en V deberd ser entonces gradual y al no ocurrir transiciones, el ntimero de estados accesibles al
sistema no cambiard.
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2.3 Ejercicios

1.

4*.

Momento magnético promedio para particulas de espin 1. Considere una particula
de espin s y momento magnético fi, bajo la accién de un campo magnético externo que
define al eje z. La energia potencial de interaccion viene dada por H = —[i - B = —u, B
donde p, = mpu con m = —s,—s+ 1,---,s. Para el caso s = 1 y suponiendo a la particula
en equilibrio con un reservorio, caracterizado por un valor de (8 definido, encuentre el valor
medio del momento magnético.

. La doble hélice del ADN. Considere un sistema compuesto de N subsistemas espacialmen-

te dispuestos sobre una linea recta, cada uno de los cuales tiene sélo dos estados accesibles
con energias 0 y e. El sistema considerado estd en contacto térmico con un reservorio y se
comporta en forma tal que si el subsistema (n)-ésimo se encuentra en el estado con energia €
y el subsistema (n 4+ 1)-ésimo en el estado con energia 0, todos los subsistemas a la izquierda
de subsistema (n)-ésimo se encuentran en el estado con energia € y todos los subsistemas a
la derecha del (n + 1)-ésimo se encuentran en el estado con energia 0.

e Muestre que la funcion de particion viene dada por
1— e—ﬂ(N+1)e

ZINV.B) = ——=—

e Para Je >> 1 encuentre el nimero promedio de subsistemas que tienen energia e.
Este es un modelo muy simplificado del rompimiento de la molécula de ADN.

La funcién de particiéon rotacional para trompos esféricos. Considere un sistema
constituido por N rotores rigidos con los tres momentos principales de inercia iguales a I,
obligados a moverse en un plano. Suponiendo que el espectro de energias viene dado por
€] = ‘2]—; con J = 0,1,2,--- donde todos los niveles son doblemente degenerados excepto
el nivel con J = 0 que es no degenerado, obtenga la funcién de particién rotacional en el

ensemble candnico.

La distribucién mas probable. Sea W ({f,}) el nimero de maneras diferentes de agru-
par F elementos distinguibles en una configuracién particular {fi, f2, -} = {fn} con fi
elementos en el subconjunto 1, f» elementos en el subconjunto 2, etc. y 3 f,, = F, entonces

WL =1

Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange, encuentre el conjunto {f*} que
maximiza In W sujeto a las condiciones
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S*.

Haga uso de la aproximacion de Stirling: n! = v/27nn"e™",n >> 1. La distribucion canénica
se obtiene identificando a f7, la distribucién mas probable, con el nimero de sistemas miem-
bros del ensemble que se encuentran en el estado ¢; y de aqui que P; = f7 /F.

Momento magnético promedio: el caso general. Considere una particula confinada al
—
interior de un volumen V, bajo la accién de un campo magnético externo B que define al eje
—
z. La energia de interaccion € de la particula con el campo B viene dada por

Em = — /jé: _N'sz

donde
Hzm = —guBmMm

y m toma los valores —J, —J +1,---,J — 1, J. Suponga a la particula en equilibrio con un
reservorio térmico caracterizado por .

e La componente z del momento magnético promedio zi, de la particula es por definicién

Y flame P
- _m
/ubz o Z 6_65m
m

Muestre que jiz puede ser escrita como

. _9oF
Mz = 8B7

donde F' viene dado por

1
=——Inz
B

y de aqui que

fy = gMBJBJ(x)v
con x = fgupB y donde Bjy(z) es la funcién de Brillouin definida por
2] +1 ; 2J+1 1 1

coth T — — coth —ux.

B(w) = =55 27 27 Moy

e La magnetizacién de un sistema compuesto por N particulas no interactuantes en-
tre si confinadas al interior de un volumen V' viene dada por M(B,T) = %/jz. Para
BgupB << 1 (temperaturas altas) y usando

1 =«

thr ~ —+— 3
cothz - + 3 + O(z?),
1
By(a) ~ T Lle v o
OM(B,T)

del sistema.

obtenga la susceptibilidad magnética x = =53
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Capitulo 3

El gas ideal clasico. Temperatura

En este capitulo utilizaremos la distribucién canonica para describir sistemas de particulas no in-
teractuantes en condiciones tales que dichas particulas puedan considerarse distinguibles (régimen
clésico).

3.1 Temperatura y energia media

Para sistemas de muchas particulas en condiciones tales que: la longitud de onda de deBroglie de
las particulas sea mucho menor que la distancia media entre las mismas y la interaccion entre ellas

sea despreciable, se tiene
pV
T="—, 3.1
Ve (3.1)
expresién que se conoce como la ecuacién de estado para el gas ideal clasico. En (3.1), T es
la temperatura, p la presiéon, V el volumen, N el nimero de particulas y x es la constante de

Boltzmann que, en un sistema de unidades particular, toma el valor
k=1,38054 - 10" Perg/°K.

Vamos a calcular a continuacién la funcién de particién Z para el gas ideal clasico. El estado de
un sistema de N particulas distinguibles, no interactuantes entre si, se especifica dando los estados
por particula. Asi

g (3.2)

7=%

L2 P

3 (551>+5<2>+,,.+5§N>)
€
!

donde 5,(:) es la energia de la particula n en el estado k. Obsérvese que puesto que las particulas
son distinguibles, las situaciones 5§1)5§2) y 552)51(1) son claramente distintas y cada una contribuye
a la suma de (3.2). Para particulas idénticas lo anterior no es cierto, como veremos mas adelante.

Para particulas de la misma masa, la funcién de particién (3.2) se reduce a

Zz=Se" S e e = (7)Y, (3.3)
i J l

2)
J

donde
Zy =Y e (3.4)
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es la funcién de particion de una particula. Por otro lado, para una particula libre de masa m, las
energia viene dada por

- -
= (k) = —k?
& = elk) 2m "
donde p; = hk; es el momentum de la particula 7 con vector de onda k;. La suma en (3.4)

va entonces sobre todos los valores posibles que puede tomar el vector de onda asociado a una
particula confinada a una regién de volumen V. Bajo ciertas condiciones que examinaremos mas
tarde, se puede aproximar la suma por una integral

_ Be: —Be(k: vV > —Be(k
Ze Bei Ze Be(ks) _, (27T)3 / d?’]{;e p (k) (35)

o0
Asi, usando

- K2
e(k) = 5 (k2 + K2+ K2), (3.6)

de (3.5) se sigue que

V 00 2,2
fo= Y [ one
(2m)” J

2

Ve gz [ g [ Y
—0o0 — 0o

3
2rm \ 2
- (%)
Ahora bien,
InZ = NlnZz;
3 3 2mm
_ N[an—21nﬁ+21n< = )] (3.7)
y usando (2.25) se obtiene
10 N
p=——-In/=—. 3.8
P=5ov ™ = v (3:8)
Comparando el resultado anterior con (3.1), se desprende que
1
— =kKT. 3.9
3 (3.9)

Por lo tanto, podemos identificar a 57! con la temperatura salvo por una constante multiplicativa.
De (2.22) obtenemos

E=——InZ=°= =N¢g (3.10)

donde hemos definido
g=—gT (3.11)
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como la energia media por particula. Note que este es el mismo resultado que obtendriamos
si apelamos al Teorema de equiparticion de la energia, cada grado de libertad (tres en el caso
considerado) contribuye con %/{T a la energia total por particula 2.
Por definicion, el calor especifico a volumen constante viene dado por
oF
Cv == , 3.12
' <8T>V ( !

y para el gas ideal monoatémico se tiene

CV = —Nk. (313)

Sobre la aproximacién (3.5). Una particula libre de masa m, satisface la ecuacién de Schrodin-
ger independiente del tiempo )

h - S

2mA\II (Z) = eV (7). (3.14)
Si la particula esta confinada al interior de un volumen V', dicho confinamiento se representa
imponiendo condiciones de frontera apropiadas para (3.14). Una manera adecuada de hacer esto
consiste en imponer condiciones de frontera periddicas. Asi, si el volumen es un cubo de lado
L= V%, exigimos que

U(z,y,z+ L) =¥(z,y,2); V(z,y+L,2)=V(z,y,2); ¥(z+Lyz)="¥(zyz (3.15)

La solucién de (3.14) viene dada por

wg(f)zzvé7aﬁf, (3.16)
con 2
e(k) = 5 -k, (3.17)
donde k es por supuesto el vector de onda y A\ = % es la longitud de onda de deBroglie. La
condicién de normalizacién escogida en (3.16) es
(Afﬂ@@W:L (3.18)

De las condiciones de contorno (3.15) se desprende que

ethal — gikyl _ oikzL _

y por lo tanto
271Ny, 271y, 21,

kz_ I 5 ky_ I 5 kz: I

Entonces en un espacio 3-dimensional con ejes ortogonales k,, ky, k. (espacio k) los vectores de
onda posibles son aquellos cuyas componentes a lo largo de los tres ejes estan dadas por multiplos
enteros de 2% De (3.17) y (3.19) se sigue que el espectro de energias viene dado por

h2
2mV2/3

(3.19)

e(k) = (n2 +n2 +n?), (3.20)
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donde hemos hecho L = V1/3,

Note que para puntos en un espacio k bi-dimensional de la forma (k,, k,) = (2%, 27an v), el drea
2 . . D
por punto es (2%) . En D dimensiones el volumen por punto es (%’T)
ky
[} [} [ ] [ J [ J
[ J [} o [ J [ J
. . o _—
[ J [ J [ ] [ J
2n
L
[ J [} [ ] [ J
Figura 3.1: Los valores permitidos para el vector de onda & en un espacio bidimensional son de la forma k, = e

27N, ’ . oy g 2
ky = WL Y. El 4rea en el espacio de momentos por valor permitido de k es en este caso (27“) .

En muchos casos, es posible reemplazar la condicién de cuantizacién (3.19) por el nimero de
Valores posibles de k que estan contenidos en una region del espacio k que es grande en la escala
de T v que por lo tanto contiene un gran nimero de valores posibles. Asi, el nimero de vectores
de onda posibles se puede obtener como el volumen de espacio k£ contenido en la region dividido
entre el volumen de espacio k por punto. En la regién de volumen {2 habra

Q _ Qv
()

valores posibles de /g, o lo que es equivalente, el volumen de espacio k£ por valor posible de k es
= 3
Ak = @171 De aqui que podamos escribir

> f (k)=

1
(27)

DI (k) Ak (3.21)

y en el limite Ak — 0 (V — o0), la suma del miembro derecho de (3.21) se aproxima a una
integral [ d*kf(k) siempre y cuando f(k) no varie apreciablemente sobre distancias en el espacio k

del orden de 2% ( Si f no satisface esta condicién, se dice que hay condensacién de Bose-Einstein).

Asi
Zf(

kf (K (3.22)

I Note que en un volumen § = 4nk?dk del espacio k, habra 4(7;k)§,/ dk = 3% k?dk valores posibles de k.
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3.2 Fluctuaciones de la energia

El ensemble canoénico contiene sistemas de todas las energias posibles, pero como veremos a conti-
nuacion la gran mayoria de ellos tienen la misma energia que se corresponde con la energia media.

De (2.23)
— oF OE\ 0T OF
7 _ 72 _ 9= (YE) YL g YE
moE = 5= (Gr), 5 (o),

= kT°Cy (3.23)

donde hemos usado (3.12). Asi las fluctuaciones de la energia de cualquier sistema estan relacio-
nadas en general a su capacidad caldrica a volumen constante.
En el caso particular de un gas ideal monoatomico de N moléculas
3

E2-F = SR (3.24)

donde hemos usado (3.13). La desviacién cuadratica media se puede comparar a la energia media

VE-F  \aNeT [

Se desprende, de lo anterior, que casi todos los sistemas tienen la energia E para N — oo. Esto
es asi, en general, para sistemas distintos al gas ideal y sugiere una posible equivalencia entre los
ensembles microcanénico y canodnico.
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Capitulo 4

El oscilador armonico

El oscilador arménico es un sistema muy sencillo cuyo estudio es esencial desde el punto de vista
fisico. Un gran nimero de sistemas vienen descritos (al menos aproximadamente) por las ecuaciones
del oscilador arménico, ya que, siempre que estemos interesados en el comportamiento de dichos
sistemas en un entorno de la posicion de equilibrio estable, las ecuaciones que los describen en
el limite de pequenas oscilaciones se corresponden con las del oscilador arménico. Vibraciones
moleculares y modos vibracionales de las estructuras cristalinas son solo algunos ejemplos de estos
sistemas.

V(x)

Figura 4.1: Todo potencial V(z) en un entorno del minimo puede ser aproximado por un potencial parabélico
(linea segmentada). Cldsicamente una particula de energia E oscilara entre z1 y xs.

4.1 Un oscilador arménico en equilibrio térmico

De acuerdo a la mecanica cuantica, los niveles de energia de un oscilador arménico simple unidi-
mensional estan dados por

En = (n + ;) hw (4.1)

25
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donde n =0,1,2,--- y w es la frecuencia natural de oscilacién del oscilador. Estos niveles son no
degenerados, a cada autovalor ¢, le corresponde uno y solo un autoestado ¢,,.

Ahora bien, un oscilador armoénico en equilibrio con un reservorio térmico a temperatura 7', no
se encuentra en un estado puro ¢,. De hecho, la tnica descripciéon que admite un oscilador bajo
tales condiciones es la provista por la mecanica estadistica, esto es, en términos de probabilidades.
Asi, la probabilidad P, de que el oscilador se encuentre en el estado ¢, si esta en equilibrio térmico
con otro sistema a temperatura 7', vendra dada por

1

P, = 26_[36"7 (4.2)
donde
Z = Z e Pen,
con .
f=—
La energia media del oscilador se obtiene de
e=) e, P, = —gan, (4.3)
n op
donde la funcién de particion Z viene dada por
z =% e Pllnta)ne], (4.4)
n=0
Con la sustitucién:
—Bhw

obtenemos -
_ghw
7 =eP% Z z".
n=0

oo
) . e e —1
Ahora bien, > 2", es una serie geométrica infinita cuyo resultado es (1 — x)™ ", por lo tanto
n=0

Z=eP% (1-e ™) (4.5)

y de (4.3) se obtiene
 hw 1

A n en la ecuacion (4.1) se le suele denominar niimero de excitaciones elementales. Asi, comparando
las ecs.(4.1) y (4.6), definimos el nimero medio de excitaciones elementales

_ 1
Para fhw << 1 (temperaturas altas) podemos desarrollar la exponencial en serie de Taylor y
obtenemos

h 1
e 4 hw <w> Bt = kT. (4.8)
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En una descripcion clésica, el estado de un sistema viene determinado mediante la especificacién
de un punto en el espacio de fases 2R-dimensional {qi, ¢, -, qr,P1,P2, -, pr} donde R es el
numero de grados de libertad. Clasicamente, la energia de un oscilador arménico unidimensional
viene dada por

2
P 1
Eclas. = % + imw2q2 (49)
donde el momentum p toma valores sobre un continuo desde —oo hasta oo y ¢ es la posicién. Si
en vez de (4.1) utilizamos (4.9), se tendra!

1 o) fe'e)
Z = Ze_ﬁe" — Zelas. = E/ dq/ dp e~ Peetas. — (ﬁhw)fl. (4.10)

Note que la integracion va extendida a todo el espacio de fases. La energia promedio de un oscilador
en contacto térmico con un reservorio, en la descripciéon clasica, viene dada entonces por

0
Eclas. = ——=— In chas. = KT (411)

9B

Asi, un oscilador armonico en equilibrio con un reservorio térmico tiene, tanto en la descripcion
cuantica como en la cldsica, una energia promedio k7" siempre que hw << kKT (temperaturas altas)
como se desprende de (4.8) y (4.11). A bajas temperaturas, hw >> kT, la naturaleza discreta del
espectro de energias se hace importante y las descripciones cudntica y cldsica no coinciden (véase
Fig(4.2)).

Energiamedia

Figura 4.2: La energia media de un oscilador mecdnico-cuantico (linea continua) y la de un oscilador cldsico (linea
segmentada) en funcién de la temperatura.

'El factor h~! donde h es la constante de Plank hace que Z sea adimensional y asegura consistencia con el
“limite clasico” i — 0 de Ec.(4.5).
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4.2 El modelo de Einstein para los sélidos
Para un sélido a temperatura ambiente o mayor, ¢y, = (g—?)v es aproximadamente igual a 3Nk,
con N igual al nimero de dtomos en el sélido (expresion empirica, denominada comtinmente como
la ley de Dulong y Petit). A bajas temperaturas se observa que ‘3—? tiende a cero para T" — 0. Este
comportamiento fue reproducido por Einstein en 1908, suponiendo que los N atomos del sélido
se comportaban como osciladores armoénicos cuanticos 3-dimensionales independientes, todos ellos
con la misma frecuencia caracteristica w.

Los estados de un oscilador armoénico 3-dimensional en Mecanica Cudntica tienen energias

dadas por
3
Ew = (nw +ny +n, + 2) I, (4.12)

donde n,, n, y n. son todos enteros positivos. De aqui que, la funcién de particién para el oscilador
en equilibrio con un reservorio térmico venga dada por

3Bhw

Z= Y e lnatnyinhelo=== (4.13)

Nz, Ny ,Nz

esto es,
3
_ —3Bhw
7 = <Ze BFM") e 2 .
n

Siguiendo el procedimiento que nos condujo a (4.5) obtenemos

—38hw

-3
Z=er (1—e )" (4.14)
Asi, la energia media resulta ser tres veces la de un oscilador arménico unidimensional

. 3hw 1

Se sigue que la energia media E de N osciladores independientes esta dada por

_ ~ 3Nhw 1
y por lo tanto
oF OF 03 5 e K
— = ——=|-3N(h —
oT 03 0T l (he) (efro —1)*] | (sT)°
5 eﬁhw
Asf para fliw << 1 (22 << 1 temperaturas altas )
oE o (1+ phw+--+)
— 3Nk (Bh ~ 3Nk 4.18
gr AR ) (4.18)
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y para Shw >> 1 (Z—; >> 1, temperaturas bajas)

8E 2 €ﬁhw
— 3Nk (Bhw)? e P A (4.19)

Los resultados (4.18) y (4.19) estédn en acuerdo cualitativo con el experimento. Sin embargo,
experimentalmente ¢y se aproxima a cero mas lentamente que lo predicho por (4.19). De hecho
cy = T? a temperaturas bajas y (4.19) no tiene por lo tanto la dependencia con T requerida.

VAN
3Nk
1
/
0 1 T
a

hw

Pk

Figura 4.3: Dependencia con la temperatura de ¢y de acuerdo al modelo de Einstein. Se ha definido O =

En realidad, la suposicién de considerar al sélido como un conjunto de N osciladores indepen-
dientes con la misma frecuencia caracteristica no es buena, ya que los a&tomos en un sélido estan
fuertemente acoplados, existiendo modos en los que varios grupos de atomos oscilan en fase a la
misma frecuencia. Mas adelante consideraremos, después de introducir el ensemble gran canénico,
el modelo de Debye que a pesar de su simplicidad proporciona resultados muy buenos.

4.3 Ejercicios

1. ;Que fracciéon de N osciladores armoénicos simples e independientes estan en su estado base
si hw/kT =0.1 7.

2. Los estados de un oscilador armoénico tridimensional se enumeran con los numeros cuantico
ng, Ny N, (enteros) y las energias correspondientes estdn dadas por

3
(nx—irny—l—nz—irz)hw

. Cual es el cociente entre la probabilidad de encontrar al sistema con energia %hw y la

probabilidad de encontrarlo en el estado fundamental? Note que hay seis estados con energia
Thw
5w
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3. Clasicamente, la energia de un oscilador arménico unidimensional viene dada por:

2

b 1 2 2
clas. — —mw
Colas. = 5 T 5w

donde ¢ es la posicién y p toma valores sobre un continuo desde —oo hasta +oco. Calcule la
funcién de particion clasica Z.,s. dada por

1 +oo +oo
chas. — E/ dq/ dpe_ﬁécla&

y demuestre que Z.,,. se corresponde con el ”limite clasico”h — 0 de

7 = e’ﬂ%w(l — Al

4. Consideremos un rotor rigido en contacto térmico con un reservorio.

(a)

Clasicamente, la energia de un rotor rigido viene dada por:

1 2 1 2
€clas. — E(pe + mqu)

donde I es el momento de inercia y 0, ¢, py, py son las coordenadas y momentos genera-
lizados. Calcule la funcién de particion clasica Z.,, dada por

1 pHoo Be
chas. = ﬁ/_ p@/ dp¢/ d@ d¢6 clas:

En Mecéanica Cuantica, el espectro de energias del rotor rigido es discreto y viene dado

por
2

o1’
donde cada nivel es (25 + 1) veces degenerado. Obtenga la funcién de particiéon Z y

€ = (]+1) j 07172a"'

muestre que altas temperaturas (gﬁ << 1) Z coincide con Z s .

Encuentre la capacidad caldrica rotacional a volumen constante a bajas temperaturas
(Z—jﬁ >> 1) y a altas temperaturas %5 << 1). Ayuda: En el caso %ﬁ << 1la
funcién de particién puede ser evaluada transformando la suma en una integral con
r=n(n+1).



Capitulo 5

Sistemas independientes

En este capitulo consideraremos en primer lugar, el caso de dos sistemas S; y S; débilmente inter-
actuantes, tales que dicha interaccion se pueda despreciar. Siendo entonces S; y Sy esencialmente
independientes, ;cual es la funcién de particion Z del sistema S; + S37. De igual manera, si con-
sideramos sistemas de particulas que, ademas de los grados de libertad asociados a la traslacién,
tengan otros grados de libertad (rotacién en torno del centro de masas, vibraciones, espin, etc.),
.que relacion existe entre la funcion de particion total y las funciones de particion asociadas a los
diferentes grados de libertad?.

5.1 Grados de libertad independientes y la funcién de par-
ticion

Suponga que el operador energia H de un sistema puede escribirse como la suma de hamiltonianos

individuales

N
H=Y H, (5.1)
n=1

que involucran grados de libertad independientes: cada H, actia solamente sobre el espacio de
estados F( correspondiente. Entonces, las soluciones a la ecuacién de Schrodinger

HV = EV (5.2)
viven en el espacio de estados F producto tensorial de los espacios F, F@) ... FWN) esto es,
U =g, (5.3)
donde
Ho{" = e o)" (5.4)
y por lo tanto
Egj..p = 651) + 55-2) +- 4 sl(N), (5.5)
Se sigue entonces que la funciéon de particién del sistema viene en este caso dada por
oo Ll D, @, (V)
7 :Z e_BE{i,j,---,l} :Z e ﬂ|:€1 te ety , (56)
ivjrl ivjl
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esto es,
7 — (Z e—ﬁq(l)) (Z 6/36;2)) e <Z e—ﬁaz(N)> , (5.7)
i J !

de donde se desprende que
Z:,Zl'ZQ"'ZN. (58)

Asi, la funcién de particién es un producto de factores z,, n =1,2,---, N, donde z, es la funcién
de particion asociada a los grados de libertad etiquetados con n. En el caso particular en el que

H =Hy= --= Hy (5.9)

se tendra
Z = (z)V. (5.10)

Consideremos a continuacién algunos ejemplos:

1. En el capitulo anterior vimos que la funcién de particion de un oscilador armonico 3-
dimensional, is6tropo, venia dada por

Z—e 2" (1 — e’ﬁhw)ig = (Z1)*

donde Z4 es la funcién de particién del oscilador arménico unidimensional (4.5).

2. Para un sistema de N particulas, libres, no interactuantes entre si y con la misma masa,

orm)\ ]
™m \ ?
v(m)] |

donde z; =V (i’?ﬁ”) ® es la funcién de particién asociada a una particula.

J =

3. N especies quimicas en estado gaseoso, a densidades y temperatura tales que las interacciones
entre las moléculas puedan despreciarse. Entonces, Z = z; - 25 - - - ziy, donde z, la funcién de
particién de la especie quimica n. Asi, de

10
pP=—=-—1InZ
P=5v ™
se desprende que
P=Dp1+DPst -+ DN,
donde

——1Inz,.

b= Gov
Asi, la presién total es la suma de las presiones parciales ejercidas por cada especie quimica,
comportamiento que se conoce cominmente como la ley de Dalton.
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4. Un sistema constituido por N particulas, cada una con momento magnético [i;, bajo la

accion de un de un campo magnético externo B que define al eje z. Suponga al sistema a
una temperatura 7' y con una densidad tal que, la interaccién mutua entre las particulas se
pueda ignorar y que las mismas puedan considerarse distinguibles. Bajo estas condiciones,
el hamiltoniano H viene dado por

N
H= Z (HiCM + HM pLBmZ-)
i=1
donde HEM es la energfa asociada a la traslacién del centro de masas de la particula i, H™
es la energia asociada a los grados de libertad internos diferentes a los de espin (vibraciones,
rotaciones, etc.) y —uBm; es la energia de interaccién del momento magnético permanente
con el campo magnético externo. De (4.4) se desprende que

_ N N _N
Z = ZoM * Zint * AMAG

donde zoar, Zine V Zmac son las funciones de particion de una particula

3
2mm \ 2
ZCM:‘/(hw) )

J
B
Zvag = Y, B

m=—J

_ int
Zi =y €
%

con €™ los niveles de energia internos de la particula (rotacionales y vibracionales).

La presiéon p ejercida por el gas viene dada por

obteniéndose o
p=N—-—1 )
p 3oV NZcm

Los detalles de la estructura interna de la particula y sus propiedades magnéticas son, como
hubiésemos podido anticipar, innecesarios para determinar la presion.

Para hallar la magnetizaciéon M (momento magnético promedio por unidad de volumen)

utilizamos

110
— - %z
VBoB

M = <Z‘\/[> (;) aaBIDZMAG-

De nuevo, no es necesario conocer absolutamente nada sobre los otros grados de libertad
para calcular las propiedades magnéticas del material.

obteniéndose
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Paramagnetismo. Para el caso J = 1, partiendo de las expresiones obtenidas anteriormente
para zyag v M se obtiene
N e*—e”®

:MV6”+1+6—‘”’

donde z = %. En el régimen (%) << 1 se obtiene
M 2N u?

Hacia finales del siglo pasado, Marie Curie midié la magnetizaciéon del oxigeno gaseoso (el
momentum angular de Oy es i) en funcién de funcién de la temperatura, encontrando

M_cC
B T

expresién que se conoce como la ley de Curie y que concuerda con el resultado obtenido en (5.11).
A partir de la deduccién anterior se desprende que la ley de Curie vale si:

e las particulas del sistema poseen momentos magnéticos permanentes y

e la interaccion entre esos momentos magnéticos es lo suficientemente débil como para que
pueda despreciarse.

Cuando estas condiciones se cumplen se dice que el material es paramagnético.

5.2 Ejercicios

1. Un sistema de dos espines interactuantes. Considérese el caso de un sistema de dos
, s1 ,
particulas de espin 5 y energia total

—Jmimg — H(my + my),
donde m; = £1 con ¢ = 1, 2, en contacto térmico con un reservorio.

(a) (Cudl es la probabilidad de que la particula 1 tenga espin ”hacia arriba”(m; = 1)?.
i, Cuél es la probabilidad de que la particula 2 tenga espin ”hacia arriba” (ms = 1)7.
., Cudl es la probabilidad de que ambas particulas tengan su espin hacia arriba?.

(b) Dos eventos son estadisticamente independientes si la probabilidad de ocurrencia de am-
bos es igual al producto de las probabilidades de que ocurran cada uno independiente-
mente del otro. ;Son los eventos orientacién del espin de las particulas estadisticamente
independientes?.

2. Interaccion e independencia estadistica. Considere un sistema S constituido por dos
subsistemas &7 v Sp y suponga que s; y sg etiquetan los estados de 87 y Sy respectivamente.
Sea FE la energia total de §

ES = Esll + E§2 + Eé?sz
donde EI™; es la energfa de interaccién entre Sy y S,. El sistema S estd en contacto térmico
con un reservorio caracterizado por un  dado.
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(a) {Son S; y S, estadisticamente independientes?, o lo que es equivalente, ;puede factori-
zarse la funcién de particién asociada a S como el producto de dos factores, cada uno
dependiente solo de §; 0 §;7. jEn que caso son §; y S; estadisticamente independien-
tes?.

(b) Muestre que si A; solo depende del estado en el que se encuentre Sy, esto es, A; = A;(s1),
entonces el valor medio de A; puede ser calculado a partir de

Zl :Z Al(Sl)PSelfed'

donde feet feet
eject. eject.
P:f66t~ = efﬁEsl / § efﬁEsl )
51
efect. _ 1 -1 —BEint.
E81 = Esl — ﬁ ln <e 51,82 >2
y

int. int. 2 2
< ePETS 5= e PR, (6%52/ > ‘fﬂEw) '
ED) 52
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Capitulo 6

La densidad de estados™

Se dice que §2(E) es la densidad de estados, si
Z = / dE Q(E)e E/"T (6.1)

donde es claro que Q(E)dE es el nimero de estados con energias comprendidas entre E'y E + dFE.
Asi la probabilidad de encontrar al sistema con una energia F en un entorno dF de E viene dada
por

P(E)dE = ;Q(E)e‘E/“TdE. (6.2)

Note que la densidad de estados Q(F) puede ser escrita como

AUE) =Y 6(E - E,), (6.3)

donde la suma es sobre todos los estados y § es la distribucién delta de Dirac, definida por
lsize I
Zda:é(x—a)—{ Osizd I

Asi, integrando (6.3) en un intervalo dado de energias, se obtiene el nimero de estados cuyas
energias estan comprendidas en dicho intervalo ya que

E+50E _ . .
/ JE'S {1s1E—25E<En<E+2(5(E)

0 en caso contrario

(6.4)

Por otro lado, si sustituimos (6.3) en (6.1) obtendremos la funcién de particién del ensemble
canénico en la forma dada por (2.10).

Ahora bien
S5(E—E,) = EEISE-E,), (6.5)
1 o0 .
= et [ dgeTEE, (6.6)
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donde hemos usado

fx)d(x—a)=f(a)d(r—a)

276 (x / dwe™

En (6.5), 3 es una constante positiva arbitraria sin ninguna correspondencia a priori con (T~
Sean E' la energia promedio y 2(FE) el nimero de estados con energias comprendidas entre
E—106Ey F+ L6FE. Es claro, Q(F) vendrd dado por

QUE) = / dE'Q(E), (6.7)

donde 0 F es en cierto modo arbitrario y dependera de la particién que hallamos escogido para FE.
Asi, a partir de (6.3), (6.6) y (6.7) tendremos

( / 4B+ E’—En>>], (6.8)

- < ] ap / dg 3% '(z ¢~ (3+i0E )] (6.9)

E+36E

OE) = / dE'

E-16E
) E+i6E -
= o / dE' /dﬁe (B+i)E' 7 (3 1 i) | (6.10)
E-16E L
donde se ha definido A
Z(B+if) = e PHIE (6.11)

Note que no se ha hecho aproximacién alguna y que Q(E) dado por (6.10) es por lo tanto exacto.

Vamos a continuacién a evaluar (6.10) usando el método de la fase estacionaria. El integran-
do en (6.10) es apreciable solo para ' ~ 0, ya que es una funcién oscilante de la variable /.
Expandiendo en torno de §° = 0 se obtiene

W [ FZ (5 i) = (B+if)E +InZ (5 +if) (6.12)
~ (B+if)E +InZ(p)

., (0InZ 1, o (PZ
‘f‘lﬁ ( aﬁ/ >g/:0+2!(lﬁ) ( 8ﬁ/2 )ﬂ/zo—}—... (613)

_ ﬂE/+1nZ(ﬁ)+i(E’+Bl)6’—;Bg(ﬂ’)2+--~ (6.14)

k
By = <W> (6.15)
o=

donde

0 ﬁ/k
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y por lo tanto
PG (B 4i) = 7 (B) e3P B (6.16)

A continuacién, fijaremos el parametro § para mejorar la aproximacién. Puesto que el inte-
grando en (6.10) es una funcién oscilante de ', la contribucién importante proviene de la regién
donde la oscilacién es “lenta”, esto es, donde

a%, O 7 (84i8)] = 0. (6.17)
Como se desprende de (6.14) y (6.17), si f" = 0 entonces [ debera tomar valores tales que
E'+B; =0 (6.18)
y de (6.15) y (6.18) se sigue que
E + 8;91162 = 0. (6.19)

Usando la condicién (6.19) el valor de 3 puede ser fijado de forma tal que el maximo de (6.16)
ocurra en F y por lo tanto

I Z (5 + i) = 77 (B) e 2P, (6.20)

donde ahora identificamos 3 con (kT)~! como se sigue de (2.22) y (6.19) .
De (6.10) y (6.20) se desprende que

E+ oE

Q(E) / dE / 3P 7 () e 352"

—75E

= Z(B)e”

12

OE
vV 27TBQ .

Para que (6.16) tenga un maximo muy pronunciado, se debera cumplir que By >> 1y por lo tanto

(6.21)

_ _ oF
InQE) = InZ E+1 6.22
nQ(E) nZzZ+ [fE+1In NoT3Es (6.22)
~ InZ+3E. (6.23)
Este dltimo resultado implica que )
Z ~ Q(E)e PE, (6.24)

y llegamos entonces a la conclusion de que la contribucién mas importante a la suma en (6.1)
proviene del término correspondiente a la energia promedio E. Por otro lado, es claro que el valor
fijado para dF en (6.7) es irrelevante ya que su contribucién en (6.22) es despreciable frente a los
otros términos.

En general, el procedimiento a seguir para obtener la densidad de estados consiste en calcular
Z y luego utilizar (6.1) para deducir la distribucién 2(E) correspondiente. Veamos a continuacién
un par de ejemplos.
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Q(F) para el gas ideal clasico. Considere un sistema de N particulas distinguibles, no inter-

actuantes y confinadas al interior de un volumen V. Utilizando la funcién de particion

7 _yN 2rm | 2"
= "5 7

Nlw

obtenida anteriormente, se tiene

Por otra parte

desprendiéndose que

oleo
z

2 QE EGN-D
" ( )Z@(E T
2rm) VN (3N —1)!

donde © es la distribuciéon de Heaviside, definida por
/O:O dr Qz) flz) = /OOO dr f(x).
A continuacién, usando la aproximacién de Stirling
n! = \2mnne™, n>>1,

se tiene entonces que

9 3N 3N
Ze2 EFl1N2 1
O(E) = 0(E) 3 (> -,
() ( )\/37TN N g €0
donde
h2
€)= ——
0 2mV3s

es la escala natural del espectro de energias de una particula libre confinada al interior de un

volumen V' (véase (3.20).

QQ(F) para un sistema de N osciladores en equilibrio térmico en el régimen clasico.
Considere N osciladores armoénicos independientes en equilibrio con un reservorio térmico. De

acuerdo a las ecuaciones (4.5) y (5.10), la funcién de particién correspondiente viene dada por

Z =e 2N (1 — e_m>_N :

donde z = fhw. En el limite clasico (h — 0) se tiene

1 \N
Z = |\ ,
h—0 (ﬁhw)
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y de (6.1) se desprende que la densidad de estados viene dada por

() - o) 2 (1)

de donde, usando la aproximaciéon de Stirling, se sigue que
Q(E) = 6(E) (E ! )N Y (varN) !
= —— e i .
N hw
En general, para sistemas constituidos por subsistemas independientes y distinguibles, se tiene

aNln(E L

Q(E) = Cye W%), (6.25)

donde « es un numero del orden de la unidad y ¢y es una energia del orden de la escala natural de
energias del espectro mecanico cuantico de los constituyentes del sistema. Hemos mostrado que
, .. . . 2 .
para el caso de N particulas distinguibles no interactuantes o = % y €0 = —“— , mientras que para
2mV'3

N osciladores independientes o« = 1 y ¢g = hw. De aqui que
1 [0 n £ 1
P(B) = Che in(£) ax(8) (6.26)

sea una funcién de (%) con un maximo muy pronunciado para N >> 1.

6.1 Ejercicios

1. Considere un sistema de NN osciladores independientes en contacto térmico con un reservorio
a una temperatura 3-!. Como es sabido, la funcién de particién de dicho sistema viene dado
/ N
por Z' = (Z)" con

Z (N,V,3) = e (1 — e’ﬁh“’)il

(a) Obtenga el limite ”clasico” Z :;Lim Z.

=0
(b) Utilizando

7o 1
/dtﬁe = O/”rl
0

y la definiciéon de densidad de estados
Z(N.V.B) = [ dEQ(E)e"

encuentre (), (F) para el caso N >> 1 empleando la aproximacién de Stirling.
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Capitulo 7

Termodinamica y Mecanica Estadistica

Para sistemas macroscépicos en equilibrio, se pueden establecer sentencias muy generales en cuanto
a las relaciones existentes entre las diferentes variables macroscopicas del sistema: este es el enfoque
de la termodinamica. Debido a su gran generalidad, es posible hacer afirmaciones basadas en un
nimero minimo de postulados sin requerir suposiciones detalladas de las propiedades microscépicas
del sistema. En lo que sigue, haremos un breve esbozo de la descripcién termodindamica y como se
obtiene ésta partiendo de la mecanica estadistica.

7.1 Principios de la termodinamica

Los principios sobre los que descansa la termodinamica se enuncian a continuacion.

Principio cero: si dos sistemas estan en equilibrio térmico con un tercer sistema, ellos deberan
estar en equilibrio entre si.

1¢" Principio (conservacion de la energia): el estado de equilibrio de un sistema esté carac-
terizado por una cantidad E (se dice que E es una funcién de estado) con la propiedad de ser
constante para un sistema aislado. Si el sistema interactiia y por lo tanto cambia de estado, el
correspondiente cambio en E, suponiendo que no hay intercambio de particulas,’ puede ser escrito
de la forma

dE = W +6Q (7.1)

donde §W es el trabajo, hecho por el sistema, que se refleja como cambio en sus pardametros
externos. Por ejemplo, el trabajo hecho por la presiéon p causando un cambio en el volumen V
viene dado por 0W = —pdV', donde el signo menos denota el decremento en el volumen debido a
la compresién.

La cantidad §@Q) definida en (7.1) se denomina “calor absorbido por el sistema” y representa el
cambio en dE que no se traduce como cambio en los pardmetros externos del sistema. Si en un
proceso se tiene 6Q) = 0, se dice que el proceso es adiabatico.

2% Principio: el estado de equilibrio de un sistema puede ser puede ser caracterizado por la
cantidad S, denominada entropia, con las propiedades siguientes:

i) En cualquier proceso en el cual un sistema térmicamente aislado cambie de estado, la entropia

crece, esto es
AS >0 (7.2)

ILa posibilidad de intercambio de particulas serd considerada mas adelante.
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i) Si el sistema no estd aislado y absorbe calor 6Q) en un proceso cuasiestético,? entonces
0Q =TdS (7.3)

donde T es una cantidad caracteristica del macroestado del sistema. 1" se denomina temperatura
absoluta del sistema.

3" Principio: la entropia de un sistema tiene la propiedad

T—0+

donde Sy es una constante independiente de todos los parametros macroscépicos del sistema.

Note que los enunciados anteriores son completamente macroscopicos en contenido: los princi-
pios termodinamicos son proposiciones que resumen de alguna manera la evidencia experimental
macroscopica, introduciendo tres cantidades, E, S y T que se asegura estdn bien definidas para
cada macroestado del sistema.

7.2 Ensembles Canédnicos y termodinamica

Nos proponemos en lo que sigue, establecer la conexion entre la mecanica estadistica y la descripcién
termodinamica de sistemas en equilibrio. Para sistemas representados por el ensemble candnico,
la termodindamica de los mismos se obtiene a partir de la identificacion

Z(V,T) = e VD), (7.5)
esto es,
1
F(V,T) = —B InZ(V,T), (7.6)

donde F'(V,T) se conoce como la energia libre de Helmholtz.

Algunos comentarios sobre la energia libre de Helmholtz F'. La energia libre de Helmholtz
es una funcién de estado y caracteriza al estado de equilibrio de un sistema que no esta aislado.
Para un sistema aislado mecénicamente (tal que 6WW = 0) y mantenido a temperatura constante,
el estado de equilibrio se corresponde con el minimo de F. Ademés:

i) F' es una cantidad extensiva, como se sigue de (7.6), ya que si el sistema en consideracion
estd compuesto por dos subsistemas cuya interaccién sea despreciable entonces Z puede escribirse
como el producto de dos factores.

ii) I esta relacionado a la energfa E y a la entropia S por la relacién termodindmica

F=E-TS. (7.7)

Note que aunque F y F proveen dos caracterizaciones en principio equivalentes del mismo
sistema, sus variables naturales independientes difieren de manera importante. La energia F =
E(V,S) depende completamente de variables extensivas: tanto V como S son aditivas.

2Un proceso cuasiestatico es aquel en el que el sistema es llevado de un estado inicial a uno final en forma tal que
siempre se encuentra muy cercano a la situacién de equilibrio a lo largo de todo el proceso. Esto alude claramente a
la existencia de dos escalas de tiempo diferentes: una escala de tiempo para el proceso que debera ser mucho mayor
que la escala de tiempos caracteristica del “movimiento a nivel microscépico”.
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Ahora bien, partiendo de
dE = —pdV + TdS

y restando a ambos lados d(7'5), se tendra
d(E — TS) = —pdV — SdT = dF, (7.8)

donde hemos hecho la identificacién (7.7). Vemos entonces que la transformacién de £ a F es una
transformacion de Legendre que nos lleva de las variables (V, S) a las variables (V,T), reduciendo
el numero de variables extensivas y aumentando el nimero de variables intensivas (la temperatura
es una variable intensiva, cualquier parte de un sistema en equilibrio tiene la misma temperatura
que el sistema completo).?

Todas las demés funciones termodindmicas pueden obtenerse a partir de F' (V,T'). De (7.8) se

desprende que
oF
= (5). (7.9

() -

que son miembros de un tipo de relaciones que reciben el nombre de relaciones de Maxwell. De
aqui que todos los cédlculos en ensembles candnicos comienzan y terminan esencialmente con el
calculo de la funcién particién Z.

Veamos a continuacion el significado de la entropia dentro del contexto de la Mecanica Es-
tadistica. Ya habiamos encontrado que la funcién de particién en el ensemble canénico podia
calcularse empleando

Z = /dE Q(E)e BT, (7.11)

Ahora bien, en la suma (7.11), la contribucién mas importante proviene de la regién F =~ E: el
sumando tiene un maximo muy pronunciado en E'y es despreciable fuera de un entorno pequeno
AFE de E y de aqui que de acuerdo con el resultado obtenido en (6.23)

InZ ~ —3FE + QF). (7.12)
Por otro lado de (7.6) y (7.10) se tiene
S=r(BE+2) (7.13)
y usando (7.12) encontramos que o
S =rInQ(E). (7.14)

Este resultado es realmente notable. La entropia del sistema esta asociada a los estados accesibles
al sistema y es una funcién estrictamente creciente del niimero de dichos estados.

Por otro lado, para un sistema S constituido por dos sistemas S; y Sy débilmente interactuantes
entre si, se tiene

QUE) = U (E)Q%(Es),

3En general, las variables extensivas son proporcionales a la cantidad de materia presente y las intensivas son
independientes de la cantidad de la misma.
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desprendiéndose de (7.14) que la entropia es simplemente aditiva solo para sistemas que no inter-
actuen fuertemente.

Veamos a continuacion el significado del 3°" principio de la termodinamica. ParaT — 06 § —
00, los tinicos términos que contribuyen de manera apreciable en (7.11) son los correspondientes a

la energia del estado fundamental Ej
7 — QoeiﬂEO.

En este limite £ — Eyy S — x1n s, en completo acuerdo con el tercer enunciado Termodindmico:
la entropia alcanza un valor independiente de todos los parametros del sistema.
Note que al ser E' una funcién de estado, se sigue que

AE=FE;—E;= | dE (7.15)

no depende de F{ . 1o mismo puede decirse de S. Sin embargo, a diferencia de E v S que se han
declarado explicitamente como cantidades que caracterizan el estado de equilibrio de un sistema,
ni W ni @) son funciones de estado. De hecho, el trabajo total hecho por el sistema al ir del
macroestado inicial 7 al macroestado final f, dependerd en general de la trayectoria particular
seguida entre dichos estados

W] = v (7.16)

Otro tanto puede decirse de (). Es asi como llegamos a la conclusién de que ni 6W ni 6Q) pueden
ser diferenciales exactos.* De hecho, partiendo del ler. principio de la termodindmica

5Q = dE + pdV (7.17)

y suponiendo que 0@ es un diferencial exacto, se tendra (a—g)v =1y (2—8)5 = P, pero de ser 6()

OF
. . . : 2 20 . .. >
un diferencial exacto también debe cumplirse 8‘3/(% = 8%§2V, implicando que 2Z = 0, resultado que

estd en franca contradiccion con la fenomenologia. -

En la expresion para el trabajo W = —pdV, V admite la interpretacién de “coordenada
generalizada” y p la de “fuerza” responsable del cambio de dicha coordenada. De la misma manera,
a partir de §QQ = T'dS tenemos que S juega el papel de coordenada generalizada (asociada a los
estados accesibles del sistema, véase (7.14)) y T el de fuerza responsable del incremento de S.

La suposicién fundamental de la termodinamica, esto es, la de que el estado de equilibrio de
un sistema viene completamente especificado por un pequeno nimero de coordenadas, expone de
manera clara las limitaciones del enfoque termodinamico: no dice cuantas coordenadas o fuerzas
son necesarias para la completa determinacién del estado de equilibrio. La termodinamica no es
una teoria fundamental y, en general, debe ser complementada con “detalles a pequena escala” del
sistema.

La mecanica estadistica es, en cierto sentido, mas fundamental que los principios de la ter-
modinamica. No solo es la descripcién termodinamica por completo derivable de la mecanica es-
tadistica, sino que ademas esta tultima esta relacionada directamente con la descripcién cuantica.
En realidad, la mecanica estadistica debe ser a su vez por completo derivable de la mecanica
cuantica de sistemas de muchas particulas, aunque esto todavia no se haya podido probar. En
cualquier caso, los postulados de la mecanica estadistica deben ser considerados como hipdtesis

4Esto explica la notacién utilizada para los incrementos en las cantidades W y Q.



47 Nelson Pantoja Vasquez

de trabajo que estan respaldadas por el impresionante acuerdo obtenido con los resultados expe-
rimentales.

7.3 Entropia y los ensembles microcanonico y candnico.”

Para sistemas aislados en equilibrio y por lo tanto con N,V y FE fijos, se postula que la entropia
viene dada por
Sem. = kInQ(E), (7.18)

donde S.,,. es, por supuesto, la entropfa definida en el ensemble microcanénico y Q(E) es el nimero
de estados comprendidos en un entorno 6F de E

E+16E E+36E
QE) = / dE'Q(E) =3 / dE'§ (E' — E,) (7.19)
E-15E " B-1sE
donde
O(E) =Y 8(E - E,) (7.20)

n

es la densidad de estados. Note que Q(E) es el ntimero de estados que tienen esencialmente la
misma energfa E, contribuyendo todos esos estados a Q(F) con el mismo peso estadistico.

Para sistemas en contacto con un reservorio térmico, con N,V y 3 = (kT)~! fijos y represen-
tados por lo tanto por el ensemble canénico, la entropia viene dada por (7.12)

Sec. =K <5E +1In Z) =kln (eBEZ) , (7.21)
o bien
S,e.=rInT(E), (7.22)
donde hemos definido i
['(E)=¢% 2. (7.23)

Con Z dada en términos de la densidad de estados Q(F), ecuacién (7.11), se tendra

T(E) = / dE' Q(E)ePE-B) = 3 / dE' e PE-B)§ (B — B,). (7.24)

Asi, todos los estados, sin importar su energfa, contribuyen a I'(E), pero cada contribucion tiene
asignado un peso estadistico que depende de la energia del estado: 6_?(]5"_@. Note que para
aquellos estados con energfas F,, tales que £, >> E se tiene que e ?(F»=E) — 0 y su contribucién
en I'(E) es despreciable. Por otro lado, los estados con E,, < E estan también presentes en I'(E)
pero su nimero es siempre pequeiio. Solo aquellos estados con energias F, cercanas a E son
importantes en I'(E).

A continuacién, apelando al resultado (6.23) se tiene

[(E) =e*Z ~ Q(F)
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y de aqui que B B
See. = kInT(F) ~ kInQ(F) (7.25)

relacion que habfamos establecido ya en (7.14). Comparando (7.18) con (7.25) llegamos a la
conclusion de que las entropias calculadas en los ensembles microcanénico y candnico coinciden
si identificamos la energia E de los sistemas aislados con la energia media £ de los sistemas en
contacto con un reservorio térmico.

En general, los valores medios obtenidos en los ensembles microcanénico y canénico se corres-
ponden bajo la identificaciéon E < E. La situacién con el cdlculo de las dispersiones es mas
delicada y no es claro el que se siga manteniendo esta correspondencia.

7.4 Ejercicios

1. Entropia y osciladores armoénicos. Demuestre que la entropia de un oscilador armoénico
simple en equilibrio con un reservorio térmico viene dado por

Bhw

Szeﬁhw—l

—In (1 — e‘ﬁhw> )

2. La Entropia asociada a las vibraciones de un sélido cristalino en el modelo de
Einstein. En el modelo de Einstein para la respuesta térmica de los sélidos cristalinos,
cada uno de los N atomos del sélido se comporta como un oscilador armoénico 3-dimensional
independiente. Los N osciladores (que se suponen localizados en sitios distinguibles) tienen
todos la misma frecuencia w. Sus posibles niveles de energia vienen dados por:

3
6ﬁ:hw(nx+ny+nz+§) Ny My, My = 0,1, -
(a) Muestre que la energfa libre de Helmholtz en este modelo viene dada por
3
F =3NkpTIn(1 — exp[—hw/kpT]) + §th

. Donde se ha usado el hecho de que los NV osciladores estan localizados en sitios distin-
guibles?

(b) Encuentre la entropia en los limites de altas y bajas temperaturas.
3. Funcién de particion para un gas denso. La funcién de particion aproximada de un gas
denso es de la forma

m
ﬁ(%rﬁ

Z(N,V, ) = JIN(V — NV s

donde a y b son constantes.

(a) Obtenga la ecuacién de estado para el gas representado por Z.
(b) Obtenga la entropia del gas representado por Z.

(c) Obtenga la capacidad calérica a volumen constante.
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4. Entropia y probabilidad. Demuestre que la entropia S puede ser escrita como
S=> (P.)n(P,)

donde P, es la probabilidad de encontrar al sistema en el estado de energia FE,, si dicho
sistema es representado por el ensemble canénico.

5. Sobre la aditividad de la entropia. Suponga un sistema S compuesto de dos subsistemas,
S = 851+ Sy. Suponga que cada estado del sistema S puede ser etiquetado con el par (r,s) y
sea P4 la probabilidad de que S se encuentre en el estado (r, s) de forma tal que, el sistema
S, tiene probabilidad Pr(l) de encontrarse en el estado r y el sistema S, tiene probabilidad
P2 de encontrarse en el estado s, con

rPY =3%"p,,

P® =3"P..

Es claro, la entropia de S vendra dada por
S=-—k Z Z P.sIn(P,s).

(a) Muestre que

PO p2)

S—Sl—SQ:I{ZPTSIH<TP78)

)

y que para el caso en que 81 v Sy sean débilmente interactuantes, esto es P, = P}DPS(Q)
y por lo tanto estadisticamente independientes, entonces

S = Sl + 52.
(b) Haciendo uso de In(x) < z — 1, muestre que si P, # PP entonces
S —(S1+ S2) <0,

de donde se desprende que la interaccion entre sistemas lleva a situaciones de menor
entropia que la existente en el caso de sistemas no interactuantes.
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Parte 11

El Ensemble Gran Canodnico y Otros
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Capitulo 8

Sistemas en contacto térmico y difusivo.
El Ensemble Gran Candnico

Consideraremos a continuacién el caso en el que un sistema S con volumen fijo estd en contacto
con un reservorio 8’ con el que puede intercambiar energia y particulas.

8.1 Contacto térmico y difusivo

Para un sistema S con volumen fijo, que puede intercambiar energia (contacto térmico) y particulas
(contacto difusivo) con un reservorio &', es claro, ni la energia ni el nimero de particulas estén
fijos. Son la energia total y el nimero de particulas total de S + S’ las cantidades que estan fijas.
Suponiendo que la interaccién entre S y S’ es débil y que estan en equilibrio entre si, la energia
total de S + &’ serd, al igual que el nimero total de particulas de S + &', constante del movimiento
aditiva para el sistema combinado & + &’. Asi, la probabilidad de que el sistema S contenga N
particulas y se encuentre en el estado @, de energia F,n vendra dada por

PTLN — éefﬁ(Ean,u‘N)’ (81)
donde
== E(ViT,p) = 53 e AEe) (52)
N n

es la denominada gran funcién de particiéon y p recibe el nombre de potencial quimico. Sumando
primero sobre los estados ®,,; para N fijo, podemos escribir = como

EV, T, p) =Y (e?NZ(N,V,T) =3 ANZ(N,V,T), (8.3)

donde Z(N,V,T) es la funcién de particién del ensemble candnico para sistemas de N particulas.
Al término A = e se le suele denominar fugacidad o actividad absoluta. Como veremos, hay
situaciones en las que = es mas facil de obtener que Z debido a la desaparicién del vinculo N fijo.
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8.2 Valores medios

Los promedios de energia, presion y numero de particulas para sistemas en contacto térmico y
difusivo con un reservorio vienen dados por

E= :ZZE ne PEnN— wN) — (8 In E) ’ (8.4)

= 8ﬁ V,A

1 OB\ _smonyy L[ O

= _ nN =_—_ | —In= .
b 5%2( av)e sl\av "7/, (8:5)
y

N= iZZNe‘ﬂ(E”N‘“m =\ (a In E) (8.6)

BS54 O\ v

respectivamente. La funcién termodindamica caracteristica de = es pV/, esto es,
fpV =InZ. (8.7)

La identidad termodindamica fundamental,

dE = —pdV + TdS + pdN (8.8)

incluye ahora el término udN que especifica el cambio en E proveniente de cambios en el nimero
de particulas. Note que p juega el papel de fuerza responsable del cambio de la coordenada N.
El potencial quimico p depende de la temperatura y en cada problema particular tomara el valor
que corresponda para que el nimero total promedio de particulas en el sistema sea N. Partiendo
de (7.7) y (8.8) se desprende que

dF = —SdT — pdV + pdN. (8.9)

Las demas funciones termodinamicas pueden ser encontradas a partir de la energia libre de Helm-
holtz , que en términos de = viene dada por

InZ, (8.10)

donde es necesario eliminar A con la ayuda de (8.6) para obtener F' como funcién de N,V y T.
Es conveniente resaltar el hecho de que en (8.4), A = e/* debe mantenerse fijo. Se dispone sin
embargo, de otra alternativa. Usando (8.2), se sigue que

—_

[1]

2 = —= — (EnN—pN)

(aﬁln“> = ~2 22 (Buv—pl)e

[Z Z EnNe_ﬁ(E"N_“N) — [ Z Z Ne BEnn—uN)
N n

— —E+uN. (8.11)

| [I]\P—‘
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Por otro lado de (8.6)

_ 0 0 ou
N - A(lnE) :)\<(1nE)>
O\ V.4 ou 152 v.g
1 0 1/0
= ( In E) =_ (mz) 8.12
pei \ ou v B \ou V3 (&1
y de (8.11) y (8.12) se desprende que
_ul0 . _ 0 _)
EFE=>-|—InZz= — | —=InZ= . 8.13
g (8,u >V,B (85 Vo (513

Otro ensemble de utilidad. Suponga a continuacién que queremos construir el ensemble re-
presentativo de un sistema S con nimero de particulas N fijo, contenido en un volumen de paredes
flexibles tal que la presién p esta fija y en contacto con un reservorio térmico S’ caracterizado por
un [ definido. En este caso los vinculos deberan establecerse sobre la energia y el volumen total
de § + 8’ y la funcién de particién de este ensemble es

A(N,T,p) = / dE / AV (E,N,V) e PE-PV), (8.14)
cuya funcién termodinamica caracteristica es la energia libre de Gibbs

G:—;lnA(N,T,p). (8.15)

A (N,T,p), dada por (8.14), se conoce como la funcién de particién isoterma-isobdrica. Note
que, tanto la funcién de particién del ensemble candnico como del gran canénico pueden ser
escritas en términos de la densidad de estados, como es el caso para (8.14). En cierto sentido
Q= Q(E,N,V) es fundamental a todos los ensembles y es de hecho la funcién de particién del
ensemble conceptualmente mas sencillo, aquel que representa a sistemas aislados: el ensemble
microcanénico.

8.3 Ejercicios

1. Un sistema de dos niveles.
Considere un sistema en contacto térmico y difusivo con un reservorio. Este sistema tiene
dos niveles con energias 0 y € y admite como maximo una particula por nivel.
(a) Encuentre la gran funcién de particién y demuestre que este sistema estd constituido
por dos subsistemas independientes.

(b) Encuentre el ntimero promedio N de particulas, la energia promedio E y la entropia S
del sistema.
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2. Fluctuaciones en la concentracién.

El nimero de particulas no es constante en un sistema en contacto difusivo con un reservorio.
Como sabemos, el nimero promedio viene dado por:

(a) Muestre que:

(b) La desviacién cuadrética media (AN)2 de N en torno de N se define como:

TA ATNO Yol 2

(AN)Z =N? - N°.

Muestre que:

1 (ON
AN)? =
(&) 6<8M>Vﬂ

3. La Entropia y el Ensemble Gran Candnico. La Energia libre de Gibbs.

Partiendo del hecho de que pV es la funcién termodinamica caracteristica de la gran funcién

de particion Z(V, T, ), esto es, la funcién cuyas variables naturales independientes son las

del Ensemble Gran Canodnico:

1
pV =—=Inz,
g

(a) Calcule d(pV') y dé el significado fisico de (%ﬁV)TW y de (a%ﬁV) v

(b) A continuacién, haciendo la identificacién S = (a%ﬁ‘/)v , muestre que:
M

— 0 . _
S=krkln=+ kT (aTlnH>v

M
y de aqui que S = % (E_’—MNJrﬁV).
(c) De la tdltima expresién se desprende que:
E=TS —pV + uN.

Calcule dE y usando el primer principio de la termodindmica, muestre que G = uN
satisface:

dG = —SdT + Vdp + pdN.

G se conoce como la energia libre de Gibbs.



Capitulo 9

Los Gases Ideales Cuanticos. Gases de
Fermi y de Bose

Dos particulas son idénticas si sus propiedades intrinsecas (masa, carga, espin) son exactamente
iguales. Un sistema que contenga particulas idénticas no cambia sus propiedades si se intercambian
dos cualesquiera de estas particulas.

Toda la evidencia experimental disponible hasta la fecha, indica que los sistemas de particulas
idénticas son necesariamente de uno de dos tipos: sistemas de particulas con espin entero (fotones,
mesones, etc.) que obedecen la estadistica de Bose-Einstein, con particulas que se denominan en
consecuencia bosones y sistemas de particulas idénticas con espin semi-entero (electrones, protones,
neutrones, muones, etc), que siguen la estadistica de Fermi-Dirac con particulas se denominan
fermiones. Los fermiones siguen el principio de exclusién de Pauli: el niimero de fermiones que
ocupan un estado (individual o de una particula) dado es menor o igual a uno; mientras que
para bosones no hay ninguna restriccion en dicho ntimero. En este capitulo, consideraremos
sistemas de particulas idénticas no interactuantes entre si y estudiaremos aquellas diferencias de
caracter fundamental que aparecen al introducir el principio de exclusion de Pauli en la descripcién
estadistica.

9.1 Gases ideales de particulas idénticas
Sea n; el nimero de particulas que se encuentran en el estado ¢; (de una particula) de energia ¢;.

El estado de un sistema de N particulas idénticas, no interactuantes entre si, viene especificado
por el conjunto de nimeros de ocupacién {n;} = {ny,ny,---},! tales que

an = N. (9.1)

La energia total del sistema, para un conjunto {n;} particular, es simplemente

Ein=E =) njej, (9.2)

'Para particulas distinguibles, no basta con especificar el conjunto {n;}, debemos ademéds especificar cuales
particulas estan en cada estado ¢;.
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donde el conjunto {n;} deberd satisfacer (9.1). Recalcamos que a cada conjunto {n;} diferente, le
corresponde un estado @, diferente del sistema.

Consideremos a continuacion un sistema de particulas idénticas, no interactuantes entre si, en
equilibrio térmico con un reservorio con el que ademéas de poder intercambiar energia, puede tam-
bién intercambiar particulas. El ensemble apropiado para describir este sistema es por supuesto, el
ensemble gran canoénico. La probabilidad de encontrar al sistema con una determinada poblacion
{n;} en los estados propios de una particula {¢;} es de acuerdo a (8.1)

P{nj} — Py = ie—ﬁ(zj njei—nY nj) (9.3)
con
—B (Zj "jfj—uznj)
=E=> > e i/ (9.4)
N A{nj}
donde ) denota la suma sobre todos los conjuntos {n,}, que en este caso deberan ser compatibles

{nj}
con el vinculo (9.1). Es claro,

2. 2= 2

N {n;} nun2,-

donde en el miembro derecho se suma sobre los valores que tome cada n; independientemente, esto
es, sin la restriccién impuesta por el vinculo (9.1). Tendremos entonces

Pmyng’m — — e Blei—pmi —Blea—pnz (9.5>

[11] —

donde

[1]
|

g(ze ) 06

ng

El nimero medio de particulas 7; viene dado por

n, = HZeNﬁ“ZneﬁZEJ"J

N {nJ}

1 0
= ——1In= 9.7

G (9.7)
= anpnj7 (98)

donde
e /3(51 u)nl
e ST = (9-9)

es la probabilidad de encontrar n; particulas en el estado ¢; independientemente de la poblacién
ni, i # j, en los otros estados. El que P,; admite esta interpretacion, puede verse a continuacion.
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Sea P(a,b) la probabilidad de que ocurran los eventos a y b. La probabilidad de que ocurra a
independientemente de la ocurrencia de b viene dada por

P(a) :; P(a,b).

Por lo tanto, la probabilidad de encontrar n; particulas en el estado propio de una particula ¢;,
independientemente de los valores que tome n;, i # j, vendra dada por

Py= 2 Pum

LI VR Y ) WIS

y de aqui y (9.3) se tiene
e~ Blei—p)ni

Py = S eBlei—pni”
nj

Consideremos a continuacién, el efecto de introducir el caracter fermiénico o bosénico de las
particulas.

9.2 Las distribuciones cuanticas

Estadistica de Fermi-Dirac. Para fermiones, P,, = 0sin; > 2y de (9.8) y (9.9)

nj = 0P,,—0 + 1P,=1, (9.10)
y por lo tanto
- e—Blei—p)
= 1+ e Blei—w)’
expresion que reescribimos en la forma
_ 1
nj = eBlei—m) £ 1 (9.11)

y que se conoce como la distribucion de Fermi-Dirac. Por otro lado, es facil ver que para el caso
de fermiones no interactuantes entre si, la gran funciéon de particién viene dada por

2 =10 (14 e e, (9.12)

Estadistica de Bose-Einstein. Para bosones no hay restriccion alguna sobre el ntimero de
particulas que se puedan encontrar en un estado dado. Por lo tanto

nje*ﬁ(&*u)nj

nj= > —= : (9.13)
n=0 Y. e=PlEi—mn;

n;=0

Definiendo -
Yy — Z e~ BEj—m)n;

n;=0



Mecéanica Estadistica — Versién Preliminar 60

se tiene que

ﬁj = *711’1Y

B Oou

Ahora bien, Y es una serie geométrica infinita cuyo resultado es
Y — (1 _ e—ﬂ(ai—u))_l

obteniéndose entonces

_ 67/8(57,7#)
"= 1 — e Blei—w)’
que reescribimos como
_ 1
"= eBlei—pn) — 1 (914>

y que se conoce como la distribucion de Bose-Einstein. La gran funcién de particion para el caso
de bosones no interactuantes entre si, viene dada por

1

=11, (Z eff(si“)m) =10 (1 — e Pemm) (9.15)

Insistimos en el hecho de que, aunque es posible en principio considerar estadisticas diferentes
a las de Bose-Einstein o Fermi-Dirac para sistemas de particulas idénticas, experimentalmente no
se ha encontrado hasta la fecha ningiin sistema que siga esas estadisticas.

(1]

9.3 Presion, energia y nimero promedio de particulas

La presion media p ejercida por gas ideal de Fermi o de Bose puede obtenerse a partir de la
gran funcién de particién, ecuaciones (9.12) y (9.15) respectivamente, haciendo uso de (8.5). Para
particulas no interactuantes, de masa m, confinadas al interior de un volumen V' y que no estéan
bajo la accion de potenciales externos, se tiene €; = ¢ y la contribucién a la presion de una
particula en el estado ¢ vendrd dada por

_ gi;é _ :2;‘;? (9.16)
donde hemos usado (3.20). Asi, de (8.5) y (9.16) se desprende
p= ;/ z}; NEER
esto es, _
p= ;5, (9.17)

que es la ecuacion de estado para un gas ideal cuantico.
Volvamos a las ecuaciones (9.11) y (9.14). Considérese el caso de un gas ideal de bosones de
espin cero. Usando la aproximacién (3.22), se tendra

o oy &Pk
N—% ng V:;o N = (27‘(’)3/6ﬁ(6k_u) 1 (918)
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y
n _ > v 3 £k
donde el espectro de energias viene dado por
h2k>

Para un fermioén libre de espin %, hay dos estados con la misma energia ¢;; correspondientes a
las dos helicidades posibles +1 y —1? y empleando (3.22) se tendra

i . i A B
N=Yrfg=2% 7 = N= 2T / e (9.21)
sk k
Y 2V
_ _ cx
E==2% coiis jo 7/61%7'6 9.22
kz SRR (2@3 eBlek—n) 4 1 ( )

con ¢ dado por (9.20).

9.4 La energia de Fermi

A partir de las expresiones (9.21) y (9.22), vamos a calcular la energia media Ey de un gas ideal

de fermiones en el limite de temperatura cero. Puesto que ¢ (k) = %, integrando en coordenadas
esféricas tendremos
B - 4V /OO k25k
- 2n)* o eBler—n) 4+ 1
y
N A /00 k?
- (2n)* o efler—m) +1°

En el limite de temperatura cero (5 — 00), la distribucién de Fermi-Dirac tiende a una distribucién

de Heaviside
(G/B(Ek_'u) + 1)_1 — @(EF - Ek)

p—o0

donde hemos definido ep = (7 = 0) como la energia de Fermi.
Es claro, la energia de Fermi es la energia del nivel mas alto que se encuentra ocupado a
temperatura cero. Definiendo a su vez kg a partir de

Rk}
- 2m

€r

Y

tendremos en el limite 7' — 0 (§ — o0)

_ k
N:‘Z/de;k;?
™ Jo

2La helicidad es la proyeccién del espin a lo largo de la direccién de propagacién de la particula, direccién que
viene dada por el vector de onda k.
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=

b

Figura 9.1: La distribucién de Fermi-Dirac a bajas temperaturas (lfnea continua) y a temperatura cero (linea
segmentada).

y
_ Vook K2k2
E0:—2/ Dkt
7 Jo 2m
de donde v
_ . SEF
Eo— pli] g
y V
NT 3
N =gnhr

Note que el valor de N viene determinado por kr y por lo tanto determinado por la energia de
Fermi ep, relacién que puede interpretarse también en sentido inverso, esto es, el valor de N
determina el valor de ep.

De las expresiones anteriores se desprende que la energia de un sistema de N fermiones en su
estado fundamental viene dada por

_ _ 3

5 _ BN B (37N

T 5 2m ( % )

y de aqui, usando (9.17), que la presién ejercida por dicho sistema venga dada por

Po

V Vv’

1R (3N N
~ 5m

que reescribimos como

_N<2>
Po—v 5€F .

Vemos entonces que ain a temperatura cero la presién ejercida por el gas ideal de Fermi no se
anula. Esta es una consecuencia del principio de exclusion de Pauli, ya que al permitirse solo dos
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Figura 9.2: En un sistema de fermiones a 7' = 0, todos los estados con k < kr estan ocupados y aquellos con
k > kg estédn vacios.

particulas con cero momentum (dos helicidades posibles), todas las demds tendrdn momentum
finito y contribuiran por tanto a la presién del punto cero.

La validez de las expresiones obtenidas para el nimero promedio de particulas 7; que se en-
cuentran en el autoestado ¢; de una particula, (9.11) para fermiones y (9.14) para bosones, solo
depende de que las particulas no interactuen entre si, haciendo posible entonces la introduccién
de interacciones con potenciales externos. El caso de particulas interactuantes entre si es, por su-
puesto, mas realista e interesante pero, la funcion de particién puede llegar a ser verdaderamente

dificil de evaluar, teniéndose que recurrir en general a métodos de aproximacién®.

9.5 Ejercicios

1. Nimeros de ocupaciéon e independencia estadistica. Demuestre que m;n; = n; n; si
i # j para bosones o fermiones no interactuantes entre si.

2. N y u: expansiones para el caso fermidénico. Considere el caso de un sistema de

fermiones de espin %, libres y no interactuantes entre si. Como ya vimos, el nimero total
promedio viene dado por

o R
N=Yn=23n= (27T)3/d et
k

(a) Utilizando
(eﬁ(ak—u) + 1)_1 — ePre—bek (1 + 6—5(8k—u))_1

3 Una estrategia muy usada para tomar en cuenta la interaccién mutua entre los electrones de conduccién en
un metal, consiste en reemplazar dicha interaccién por un potencial efectivo Uefe.. (%) que represente la interaccién
del electrén en & con los demds electrones, permitiendo entonces el uso de (9.11).
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y expandiendo en serie de Taylor obtenga

<l=

s (1) o

n=1

A5<ﬂﬁ>2
2mm

(b) Suponga que A = e’# admite la expansiéon

donde

A= ap+ aip+ axp® + O(p?),

donde p = 1. Sustituyendo esta expansién en la serie obtenida para g e igualando

N
v
coeficientes de iguales potencias de p demuestre que

1 1
/\3 A 3)\2 A3)3

3. La entropia para el gas de Fermi. Muestre que la entropia para el gas ideal de Fermi
puede ser escrita como

S = —/{Z[ﬁilnm—{— (1—7;)In (1 —7,)].

4. La ecuacion de estado para el gas ideal de Fermi: otra derivacion.

(a) Demuestre que la presién ejercida por un gas de electrones libres no interactuantes entre
si, viene dada por

2
— b, T) = 21671 a2 / de'?In(1 + Ae ™)

donde A = Pty 3= (kT)7 1.
(b) Muestre que
plap,oT) = o®p(p,T),

esto es, p es una funcién homogénea de las variables p y T' de grado 5/2.

(c) Evalie a@p(a;ﬁ, aT) a partir de las expresiones obtenidas anteriormente y demuestre
«
_ a=1
~_ 2E
que p = 3V
5. La expansioén virial cuantica. La ecuacién de estado para un gas ideal cuantico es

BpV =lE==£3"In (1 2e7 ),



65

Nelson Pantoja Vasquez

donde \ = e y el signo + (-) corresponde a fermiones (bosones). Usando el hecho de que
la suma sobre estados puede ser reemplazada por una integral sobre los niveles de energia,
obtenga la expansion ”virial” cuantica

3p = ij\13 3 (F)

j=1 J

pr® \*
orm)

N

J
5
2

donde
A
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Capitulo 10

El Gas de fotones. Radiaciéon de Cuerpo
Negro

Consideraremos a continuacion el caso de radiacién electromagnética confinada al interior de un
volumen V' y en equilibrio térmico a la temperatura 7T': las paredes de este volumen constantemente
estdn emitiendo y absorbiendo radiacion electromagnética, lo que hace que el espectro de esta
dependa de la temperatura. A esta radiacion se le denomina radiacién de cuerpo negro.

10.1 Fotones y estadistica

Clasicamente, la radiacién electromagnética puede ser considerada como la superposicién de ondas
planas. Estas ondas planas de polarizacion €, vector de onda k y frecuencia w
¢ 6i(E~i‘—wt)

son soluciones a las ecuaciones de Maxwell si ¢ - k& = 0 (ondas planas trasversas ~ polarizacién
perpendicular a la direccién de propagacién) y w? = 2k? donde c es la velocidad de propagacién
de la luz en el vacio. Por definicién, escogeremos como fundamentales las dos polarizaciones €, ~
circularmente polarizada a la izquierda y é_ ~ circularmente polarizada a la derecha, con todos
los otros estados de polarizacién (lineal y eliptica) entendidos como superposiciones de estos.

En la teorfa cuantizada, a cada onda plana se le asocia un fotén, particula sin masa' y de
espin 1, con solo dos helicidades posibles: +1 y —1, que se corresponden respectivamente a las
polarizaciones é, y é_.2 Asi, el estado de un fotén se especifica dando k y €. Para cada valor
de k, hay dos helicidades posibles, é; y é_, con la misma energfa ep = hwp = hc|E| Si ng,

denota el niimero de fotones con momentum hik y helicidad €, entonces la energia total del campo

'Esto de acuerdo con invariancia bajo transformaciones de calibre de la teorfa clasica, invariancia que se hace
manifiesta cuando se formula en términos de potenciales.

2Note que para una particula con masa, helicidad 0 es el tinico valor observable de la helicidad en el sistema
como6vil (en reposo) con la particula. Una particula sin masa, necesariamente se propaga con la velocidad ¢
independientemente del sistema de referencia desde el que se la observe, no existiendo por tanto sistema comaévil en el
que helicidad 0 sea observable. El estado de helicidad cero del foton se corresponde en el electromagnetismo clésico,
a grados de libertad de calibre (no fisicos) introducidos al hacer manifiesta la invariancia bajo transformaciones de
calibre, invariancia que no estd presente si se admiten términos de masa.

67
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electromagnético correspondiente a un cierto conjunto {ng .} vendra dada por

Bpng .} =D M (10.1)

Nge

Para un gas de fotones en el interior de una cavidad de volumen V', en equilibrio térmico con
las paredes de dicha cavidad, el numero de fotones no esta fijo. Los atomos de las paredes emiten
y absorben fotones, N no es en este caso una variable termodindmica y el nimero promedio de
fotones con momentum fik y helicidad é dependera por completo de la temperatura en la cavidad.
Los resultados obtenidos para el gas ideal de Bose son aplicables aqui haciendo p = 0. Asi, la
probabilidad de encontrar ny . fotones con momentum Ak y helicidad € es

b e Perng . e PeRnE
nge = Beng. =T
, S e PR (1 B 67’85'5)
Nge

y el nimero medio de fotones con momentum p' = hk y espin € es

1
=Y n. P,
k,é

nsz . = —.
E Ee ePer — 1

,€
NEe

Note que 7z . es el mismo que se obtiene a partir de

—B ik B en
A Z n e ke 1 0 . Z ﬁﬂ%f‘qk B
fe = D M = G e i
et {%}e EE, POz |y
10
= —= In|Z 6,V
Loz
con
B eing s
ZEVI=Y e B oy
{ng et {ng et

la funcién de particion que se calcularia en el ensemble candnico pero sin el vinculo
> nge=N.
ke

El célculo de Z (3, V) sin el vinculo anterior es trivial,

=B epng. o0
ZBV) = > e F H(Z ﬁ)

= II (1 — e*ﬁsﬁ)_l

ke

resultado idéntico a la gran funcién de particién = de un gas ideal de bosones para el caso u = 0.
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Puesto que 7i;; . no depende de la polarizacién €, definiendo

ng :Z Nge = 2N,

€

—

se tendra que el ntmero promedio de ocupacion para fotones de momento k£ sin importar la
polarizacion es

_ 2
nk_eﬂeﬁ—l'

La energia promedio viene dada por

~ g_ﬁE{"E,é}

E = Eog v ——m—+

{%} trged Z(ﬂa V)
—BY N7 %

e k,é
= D ¢ Z} ”EEW

E7é {nE,é

= D Ege =D g (10.2)
k,é k

resultado previsible y que puede ser escrito en la forma

_ 0
B=—gglZ(B.V)]. (10.3)

10.2 La distribucion de Planck

Para proseguir con el calculo de E a partir de (10.2), necesitamos conocer el espectro de energfas
del fotén, esto es, el conjunto de valores posibles de e para un fotén confinado al interior del
volumen V. Puesto que un foton se corresponde a una onda plana en la teoria clasica, podemos
obtener el espectro deseado imponiendo condiciones de contorno adecuadas sobre dicha onda. Por
simplicidad, supondremos que la cavidad tiene forma de cubo de lado L = Vi e impondremos
condiciones de contorno periédicas. Es facil ver que en este caso se tiene

k= 2—Z(mx% - myj' + mzlAc)

3

con my,my y m, enteros. Con e; = he|k|, se desprende de lo anterior, que el espectro {eg} es
discreto y por lo tanto los atomos de las paredes de la cavidad absorben y emiten energia solo de
manera discreta, en total acuerdo con la teoria cudntica. Asi, de (10.2) y en el limite V — oo se
tendra

_ V _
E = an*e’:“k*—> (2 )3/d3k5,;n,;
i v

B 2V /00 Amtk?hek
0

(271’)3 ebhck _ 1
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donde se ha integrado en las variables angulares (e y ng solo dependen de k|). Con k = 2y
pasando a integrar sobre w se tiene

E 00
U =g = douwd) (10.4)
V 0
donde la energia media por unidad de volumen y unidad de frecuencia, u(w, ), esta dada por
h w3
u(w,B) = 203 gBhw _ 1 (10.5)

expresién que se conoce como la ley de radiacién de cuerpo negro de Planck (1901).

u(w,T)
T,>T,

Figura 10.1: Ley de radiacién de Planck.

En el limite A — 0, esto es, en el “limite clasico”, tenemos

ePhw _ 1

ho ho P (10.6)
y de aqui
1 w?
U (wa ﬁ) - uclas.(waﬁ) = ﬁcing; (107)

resultado deducido por Rayleigh y Jeans, con anterioridad al trabajo de Planck. Note sin embargo
que al ser ugqs (w, 3) una funcién estrictamente creciente de w, se sigue que [3° dw Ugas. (w, 5)
diverge. Por supuesto, este resultado es fisicamente inadmisible ya que implica una cantidad de
energia infinita en el interior de la cavidad.

Partiendo de (10.4, 10.5) y bajo el cambio de variable w = % obtenemos

X

U (T) j ~dz, (10.8)

h IS
T (ﬁhc)‘gﬁh/o et

de donde se desprende que U (T) oc T%, resultado cominmente conocido como la ley de radiacién
de Stefan-Boltzmann.
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A continuacién, vamos a mostrar que la integral en (10.8) puede ser resuelta. Sea

3

S X
[z/ dz.
0 e"’—lx

(" — 1)_1 =e " (1 — e’x) g (e — 1)—1 — e ® Z ——

n=0

Notando que

I puede ser reescrita como
oo 00
]:Z/ e a3dx
n=1"0

y bajo el cambio de variable xn = y obtenemos

=[S )| [T emiar=0 E () = e,

na
n=1 n

donde ( es la funcién zeta de Riemann y ¢ (4) = g—é. El resultado final es
=
15
Se sigue entonces que
7T2 1 4
U(T)=——=(rT)" . 10.9
(1) = T5 Gigs (67 (10.9)
La presion ejercida por el gas de fotones viene dada por
_ 10InZ _ 8€k
P=5 v ~ z};”k oV
y con
e = hw = chlk| = 2wch(m2 +mi +m?)2V "5,
obtenemos B
1E 1
p=-—=-U(T
P=3y (T)

10.3 Ejercicios

1. La energia libre de Helmholtz para el gas de fotones. Presion de radiacién.
Partiendo de la funcion de particién para el gas de fotones, dada por:

2(V,6) = T(1 — e ),

1
(a) Obtenga F(V,[3) = Bln Z(V, ) y transformando las sumas en integrales, demuestre

que F es proporcional a T*.
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(b) Demuestre a continuacién que

2¢(4)

w2h3e3

p= (kT)".

Utilice:

/dl‘ ?In(l —e™™) = —2(.
0

2. La ley de Stefan-Boltzmann: derivacién clasica. La presion ejercida por un gas de

€s

<&

fotones, confinado al interior de un volumen V', viene dada por p = %ﬂ, donde uw =

funcién tnicamente de la temperatura.

(a) Sea S = S(T,V), exprese dS en términos de dT" y dV y a continuacién, usando la
relacién termodindmica:

encuentre: 8—8 a—s
\or ), Y \ov) .
9%S 0%S

(b) Imponiendo la condicién de integrabilidad VOT — ooV’ obtenga una ecuacién

diferencial para %, intégrela y obtenga la ley de Stefan-Boltzmann: 7 ~ T%

TdS = dE + pdV

3. La Entropia de un gas de fotones. Considere un gas de fotones en el interior de una
cavidad de volumen V', en equilibrio térmico con las paredes de dicha cavidad a la temperatura

Cins
(a) Obtenga 7, el nimero total promedio de fotones por unidad de volumen.
(b) Obtenga s, la entropia por unidad de volumen del gas de fotones y demuestre que

n
— = const., de donde se desprende que la entropia por unidad de volumen para un gas

S
de fotones es simplemente proporcional al nimero de fotones por unidad de volumen.



Capitulo 11

El Gas Ideal de Boltzmann

En el capitulo 9 tratamos dos sistemas de particulas no-interactuantes entre si, el gas ideal de Bose
y el gas ideal de Fermi. Bajo ciertas circunstancias, es usual considerar un tercer tipo de sistemas
de particulas no interactuantes entre si: el gas ideal de Boltzmann. Este tltimo, aunque no se
realiza en la naturaleza, reproduce la respuesta termodinamica de los sistemas de Bose y de Fermi
a temperaturas altas. En este capitulo consideraremos en algin detalle al gas ideal de Boltzmann.

11.1 Gases Ideales de Bose, de Fermi y de Boltzmann

Consideremos un gas ideal de Bose o de Fermi. El niimero promedio de particulas en el estado

viene dado por

_ 1 — para bosones
n; = —————— con :
eBlei—n) + 1 + para fermiones

que para e P >> 1 (y por lo tanto 7; << 1) se reduce a la “distribucién cldsica”

n; — ePre= P,

Es claro, se debe satisfacer

y por lo tanto

Ahora bien

donde ¢ es el nimero de estados de una particula con momentum p' = hk y energia ¢, =

integral es inmediata y el resultado es

3
e 2mm \ 2
;MZ:Zl:gV(ﬁh?)
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(11.1)

(11.2)

(11.3)

(11.4)

(11.5)

272
h2k . La
m

(11.6)
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De aqui que

3
_ 2 2
N = ePrgy (5727;) , (11.7)
que reescribimos como -
N
Arr = ge™, (11.8)
donde hemos definido
o _ BI®
A = Y (11.9)

A Ar se le denomina longitud de onda térmica de deBroglie *.
Tenemos entonces que el nimero de particulas, ya sean bosones o fermiones, en el estado ¢

vendra dado por
ﬁi — 65#6_,351'

siempre y cuando

N
N— =gt << 1
Ty, )
o bien
A << —, 11.10
b << (11.10)
esto es, si la separacién promedio entre las particulas (%)% es mucho mayor que la longitud de

onda “promedio” Ay de las mismas, de forma tal que los efectos cuanticos se puedan despreciar.
Note que flLir% Ar = 0y de aqui el calificativo de “distribucién clasica” dado a (11.2).

Puesto que n; dado por (11.2) no depende de si la particulas que conforman el sistema son
bosones o fermiones, de la gran funcién de particién, ec. (9.12) para fermiones o de la ec. (9.15)
para bosones se desprende

In==

— > In (1 — e‘ﬁ(ai_”)) bosones 5 5
‘ PN e P 11.11
>In (1 + e’ﬁ(si*“)) fermiones 66:;1 XZ: ( )

donde hemos usado que In (1 + x) ~ x para © << 1. Puesto que

N - Zz n; N —Be;
el }:»Nzeﬂﬂze o, (11.12)
se tiene
_ _ 67552
J

At es la longitud de onda de una particula de masa m y energia ¢ = 7xT

e =7krT Bh2
2 _
_ n2k? _ n? (%)2 }:>)‘T: 2rm’

AT

€= %9mn T 2m
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que podemos reescribir como

;= ——=—In(Z)". (11.14)

De aqui que a temperaturas suficientemente altas (e’* << 1) o densidades suficientemente bajas
(n;<< 1) las distribuciones de Fermi y de Bose se reduzcan ambas a la distribucién de Boltzmann
(11.13).

Note que las ecuaciones (11.11) y (11.12) implican que

=N (11.15)

(1]

Por otra parte, con

Zy =Y e (11.16)

(observe que Z; es la funcién de particién que se calcularia en el ensemble canénico para una
particula en contacto térmico con un reservorio) y A = e* se tendrd

_ |
E=eV = =3 ()" Z >\N (11.17)
oo V!
Comparando con
==Y MNZ(V.5,N), (11.18)
=0

llegamos a la conclusién de que la funcién de particion para un gas ideal de N particulas en el
régimen clasico debe ser

ZN
NI

Asi, la funcién de particién para N particulas idénticas no interactuantes entre si en el régimen
clasico, Z (V, 3, N), es la funcién de particién para N particulas distinguibles no interactuantes,
ZVN . dividida entre N!. El factor N! corresponde al nimero de posibles permutaciones de las
particulas, permutaciones cuyo resultado es fisicamente indistinguible para particulas idénticas.
Es claro, la aparicién del factor N! es una consecuencia de la indistinguibilidad de las particulas
heredada del régimen cuantico.

Partiendo de (11.19), se tendré

Z(V,B,N) = (11.19)

InZ = NInZ; —InN!
~ NlnZ;—(NInN — N)

Puesto que la presién p y la energia E dependen solo de las derivadas de In Z con respecto a V
y [ respectivamente, es claro, obtendremos el mismo resultado si utilizamos N In Z;. La entropia
S, involucra directamente al logaritmo de la funciéon de particién, por lo que In Z y N In Z; daran
resultados diferentes. Por supuesto, el resultado correcto se obtiene a partir de In Z que incluye el
factor NV!.
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11.2 Algunas Propiedades de los Gases Ideales de Boltz-
mann

La Entropia. Partiendo de la expresién (11.19) para la funcién de particién de un gas ideal en
el régimen clasico y con Z; dada por (11.6) con g = 1, se tiene

3N

Z(V,3,N) = ]\1”VN (?ﬁ?) 2 (11.20)

y de aqui que la energia libre de Helmholtz venga dada por

1
%
_ _‘gln v(%) ]—mN!. (11.21)

A continuacién, usando la aproximacién de Stirling obtenemos

[ 3
F= Y2 - Nmv-nN
g
r 3
N V [(2mm)?
= ——In|—|— . 11.22
g N(W) ] 2
Puesto que
F
(),
oT VN
se tendra
vV 3 5 32mmk

Tanto (11.22) como (11.23) dan de manera explicita cantidades extensivas, es decir, proporciona-
les al tamano del sistema. En ambas expresiones, las cantidades encerradas entre corchetes son
intensivas, esto es, por particula. Se desprende entonces, que la aditividad de la entropia requiere
del factor 5 en (11.20).

Note que la entropia dada por (11.23), no satisface el tercer enunciado termodindamico ya que
S — oo para T — 0. Sin embargo, no hay inconsistencia ya que el gas ideal de Boltzmann es el
limite de altas temperaturas y bajas densidades de los gases ideales de Bose y de Fermi.

La distribucién de velocidades de Maxwell. Para el gas ideal de Boltzmann, el nimero
medio de particulas en el estado ¢; con energia ¢; viene dado por (11.14)

10 v e P
ni=————1m(Z)N =N
M= " Ge, A Z

(11.24)
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y de (11.6)
_ 3
N (BR*\? 4.,
Ny = — e 11.25
" Vv (27rm> c ( )
Puesto que >, 7; = N y &; = €p = hzk se tendra

ng / 3
=1 — d’kny = 1. 11.26
% N V—>oo N 277' ko ( )

En el régimen cldsico, = ik — m#¥ y de (11.26) se tiene

V m\3
— d3_’() ng =1, 11.27
(27T)3N / v A ( )
donde hemos definido :
N [ pr*\?® mu*
g = — —B—1}. 11.28
fip= (m) cop{~6") (11.25)

La cantidad ,
% m\3 Bm \ 2 mi?
——— (=) AgdPv=|=— —f—}d*v = P (¥) d&®
oy (3) (%) cxpl-" Vi = P () d'.
nos da la probabilidad de que la particula tenga una velocidad ¢ en un entorno d*v de vy P(¥) se

conoce como la distribucién de velocidades de Maxwell. Obsérvese que P(¥) es is6tropa, esto es,
P(¥) = P(|t]) y de aqui que

3
™ 27 2 2
/ d@/ dpv*sinf Py = 4mv? (ﬁm) e P2 dv=f(v)dv
0 0 2m

Fluctuaciones en el niimero de particulas para un gas ideal. El niimero medio N de
particulas para sistemas en contacto térmico y difusivo con un reservorio viene dado por

N <8ln:> _ l (8ln:> ’ (11.29)
oA\ V. G\ Ou V.

como ya habiamos visto. Nos interesa a continuacién conocer la desviacion estandar de N de su
valor medio N para gases ideales. Se tiene

1 (ON
(AN)* = = () (11.30)
B\ )y,
y de aqui que, para el gas ideal de Boltzmann
(AN)*> = N, (11.31)
de donde se sigue que
(AN)*

(11.32)
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Se desprende de lo anterior que la fluctuacién relativa \/(AN)?/N tiende a cero para N — oc.
Esto nos dice que la probabilidad Py de encontrar un sistema en el ensemble gran candnico con
N particulas tiene un méximo muy pronunciado para N = N si N >> 1. Veamos esto de manera
mas precisa. Tenemos que

Wz (7)) Nves
Py = AN ) , (11.33)
= NleN N!

es una distribucién de Poisson. Debido al factor N!en el denominador, Py decrece muy rapidamente
para N’s grandes. Por otro lado para N >> 1, NV es una funcién creciente de N y de aqui que
N¥/N!'y por lo tanto Py tienen un maximo muy pronunciado para N = N. Se puede demostrar
que para N >> 1 la distribucién (11.33) se reduce a una distribucién gaussiana para valores de
N’ no muy lejanos de N. El resultado (11.32), aunque obtenido para gases ideales de Boltzmann,
es valido en general.

El Potencial Quimico. Al igual que la temperatura, el potencial quimico de dos sistemas (en
contacto térmico y difusivo) en equilibrio, toma el mismo valor en ambos sistemas. Fuera del
equilibrio, dicho potencial determina la ”direccién”en la que se da la transferencia de particulas
entre los sistemas a fin de llegar a la situacién de equilibrio. En lo que sigue daremos argumentos
que soportan esta interpretacion.

Considere dos sistemas, S; y S, con ntimero promedio de particulas N1, y Na,, en equilibrio
térmico entre si a la temperatura 7. Los volimenes de ambos estan fijos y se permite a conti-
nuacion el intercambio de particulas entre ellos. Sean py y s los potenciales quimicos de S§; v Sy
respectivamente y suponga que inicialmente po, > pt1,. Por definicién, la situacion de equilibrio se
alcanza cuando pof = g1, lo que implica que Apg = piog — floo < 0y Apy = pt1y — pio > 0. Por
simplicidad, suponga a continuacién que S; y S, pueden tratarse como gases ideales de Boltzmann
y que por lo tanto

ON, .

—~ 1 _ 3N

o BN,
y _

ON, -

22 — BN,

Dita BNy

Puesto que los miembros derechos de ambas expresiones son mayores que cero, se desprende que
si Ao < 0 entonces AN, < 0y que Apy > 0 implica AN; > 0. Asi, el nimero promedio de
particulas de S; (el sistema que inicialmente tenia un potencial quimico menor) crece a expensas
del nimero de particulas de Sy (que inicialmente tenfa un potencial quimico mayor) hasta llegar a
la situacién de equilibrio. Esta conclusion, obtenida apelando al modelo de gas ideal de Boltzmann,
es de validez general. Asi, el potencial quimico, como funcién de la posicién, mide la tendencia de
las particulas a difundirse.

Es necesario resaltar que la caracterizacién dada arriba no agota los posibles significados del
potencial quimico. Consideremos a continuacion la reaccién quimica

> bB; =0, (11.34)
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donde cada especie molecular viene representada por B; y el coeficiente b; denota el numero de
moléculas de la especie correspondiente que interviene en la reaccién. Por definicion, los coeficientes
b; para los productos de la reaccion son positivos y los de los reactantes son negativos. La situacién
de equilibrio quimico estd caracterizada por el extremo de alguna funcién termodindmica. Si
suponemos que la reaccion se da a temperatura Ty volumen V' constantes, entonces la situacién
de equilibrio viene determinada por el minimo de la energia libre de Helmholtz F'. Supongamos
ademds que la reaccién se da por pasos fuera del equilibrio en los que el numero N; de la especie
molecular B; cambia en b;, esto es,

donde « es constante. Asi, el cambio en la energia libre de Helmholtz F' viene dado por
oF
dF =a)_ b <_> =ad b, (11.36)
i ON; T,V,Nj 2 i

donde pu; = (aF / aNi)T\/N , como se sigue de la generalizaciéon obvia de (8.9) al caso de varias
VN j£4
especies de particulas. La condicién de equilibrio para la reacciéon quimica, dF' = 0, implica el

vinculo entre los potenciales quimicos de las especies quimicas involucradas
> by = 0. (11.37)

Si suponemos que la reaccién se da a energia £ y volumen V fijos, entonces la condicién de
equilibrio viene determinada por el maximo de la entropia S y dS = 0 implica el vinculo (11.37).
Por otro lado, para una reaccion a temperatura 17" y presion p constantes, la condicion de equilibrio
(11.37) se sigue del minimo de la energia libre de Gibbs G, esto es, dG = 0. Asi, (11.37) es la
condicién general para el equilibrio quimico. Este resultado provee otra caracterizacién posible
del potencial quimico y es en particular la que justifica su denominacion. El potencial quimico
mide la contribucién a la rata de cambio de la funcién termodinamica cuyo extremo determina el
equilibrio de la reacciéon quimica. Note que esta rata de cambio no es, por supuesto, una rata de
cambio en el tiempo sino una rata de cambio paso a paso mientras transcurre la reaccién.

11.3 Ejercicios

1. Fluctuaciones en la velocidad. Muestre que la fluctuacién cuadratica media de la velo-
cidad para la distribucion de Boltzmann viene dada por

— 1 8
2 _ 72 _
v v—m (3 )

2. El potencial quimico de los gases ideales de Bose y Boltzmann. Considere un gas
ideal de bosones de espin 0 y masa m. El nimero total promedio puede escribirse como

N 1 /2m\3 [~ 2
vﬂw(n?) /0 R e (11.38)

Note que, debido al signo menos en el denominador, la expresion anterior tiene sentido si
y solo si € — u > 0, ya que, en caso contrario se tendran niveles de energia con nimero de
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ocupacion negativo para algunos valores de €; puesto que € puede ser 0, el potencial quimico
de un gas ideal de Bose debera satisfacer u < 0.

(a)

(b)

Suponga que e ?* > 1, entonces la distribucién de Bose se reduce a la de Boltzmann,
resuelva la integral y demuestre que para N y V fijos, se cumple 3y — —oo para
6 — 0. Puesto que el gas ideal de Boltzmann reproduce la respuesta termodinamica
del gas ideal de Bose a altas temperaturas, hemos probado entonces que en el régimen
de altas temperaturas se tiene que p < 0 para el gas ideal de Bose.

Sea Ty la temperatura a la cual el potencial quimico del gas ideal de Bose se anula.
Partiendo de la ecuacion 11.38 muestre que:

e ()
ries))

. Qué interpretacion fisica puede usted dar al resultado obtenido?.

3. Un gas bidimensional.

(a)
(b)

Considere un gas ideal de Boltzmann de N particulas de masa m confinadas al interior
de un volumen V. Calcule el potencial quimico p de este gas.

Suponga que N’ particulas del tipo de las consideradas anteriormente, adheridas sobre
una superficie de area A sobre la que se mueven libremente, forman un gas ideal bidi-
mensional sobre dicha superficie. La energia de la particula adherida viene dada por
h2k? /2m — €, donde ¢, es la energia de ligadura que mantiene a la particula sobre la
superficie. Calcule el potencial quimico i’ de este gas ideal bidimensional adherido.

A la temperatura 7', la condicién de equilibrio entre las particulas adheridas sobre la
superficie y las particulas del gas tridimensional viene definida por u = p’. Usando esta
condicién, demuestre que el nimero medio de particulas adheridas por unidad de area,
suponiendo que la presion media del gas tridimensional circundante es p, viene dado
por

/
]Z = ]3(27Tm)_%(liT>_% exp(eo/KT).

4. Un solido en equilibrio con su vapor. Considérese el caso de un sélido en equilibrio
con su vapor. En lo que sigue, calcularemos la presiéon de vapor del solido recurriendo a un
modelo muy sencillo.

Note que un sélido no puede estar en equilibrio rodeado de un vacio absoluto, puesto que
la probabilidad de que cualquier molécula o atomo se encuentre desligada de las otras que
componen el solido es diferente de cero. Asi, en vez de un vacio total, hay un gas en equilibrio
con el solido que da lugar a la denominada presién de vapor del sélido.

Para calcular la presién del vapor del sélido (Py), calcularemos primero la funcién de parti-
cién Z del sélido, de donde obtendremos el potencial quimico p. En equilibrio, los potenciales
quimicos del sélido y del vapor son por definicién iguales y suponiendo que este iltimo puede
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ser descrito por la ecuacion de estado para el gas ideal clasico

po_ L(2mE ON 1M
A1 5 v ). . B oV 5\
= lge’g“/\;?’, (11.39)

g

con p el potencial quimico del solido, obtendremos la presion de vapor del sélido.

Por simplicidad, considérese el siguiente modelo para el sélido. Cada molécula se mueve

independientemente de las demés en un potencial Uy + U (r ) Supondremos que kT << Uy y

que podemos aproximar U(r) por un potencial arménico (%g) . r2. Asi, cada molécula
r=

puede ser descrita como un oscilador armonico 3—d1men81onal con funcién de particion dada

por

7y = ePUoe=3hMw [1 — e_’ghw] 9,

, 1[0*U 1
wi =< 5= —,
2\0r*) _,m

y m es la masa de los moléculas que componen el sélido. Puesto que cada molécula se mueve
independientemente de las demds, se tendra que Z = Z¥ y por lo tanto,

donde

N 1
== NVoghN = Pz = ——
sz:o ' NZO( 1) 1—ePrzy
Ahora bien, -
N
F=—In)\-— —lnu
15 5

de donde debemos eliminar A usando N = A (9InZ/d)\),, 5. Encontramos

_ Oln= 0
N = /\< B )Vﬁz—/\a)\[ln(l_/\zl)]

1 Ay
p— _— —_— —Z p—
A1—A21( 1) 1— N2,
de donde se sigue que ~
N _
A= ——+———, para N >>1. (11.40)
Zi(1+N)

Por lo tanto
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_ glnN.ganl(Ngl)ln(H—N)
= —.gan1+glnN— <N;1> ln<1+N)
~ —ganl

Ahora, empleando

- <6F> hlZl
e e :
ON )y g

obtenemos 3
p=—U+Shw+ 367 ' (1—e ™) — 3 Ing

y de (11.39) se sigue
1
o= Bln (PVAm) :

de donde se desprende que

Py =

e’ﬁUOe%[m‘“ (1 — eﬁh“’)?’} A 3kT

para BUy >> 1, que es la expresion buscada para la presion de vapor del solido.
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Capitulo 12

Fonones. El modelo de Debye

El Hamiltoniano de un sélido, que esta constituido por atomos arreglados en una estructura crista-
lina, puede ser aproximado por una suma de términos tipo oscilador arménico con frecuencias que
se corresponden con las de los modos normales de vibracién de la estructura. Cada modo normal
es clasicamente una onda de distorsion de los planos de la red cristalina, esto es, una onda sonora
y en la teoria cuantizada estos modos normales dan lugar a cuantos llamados fonones. Si el sélido
tiene N atomos, entonces tendra 3N modos normales. Por lo tanto habra 3NN tipos diferentes de
fonones. El nimero de fonones de cada tipo es igual al nimero de excitaciones elementales del
oscilador correspondiente y puesto que este niimero puede ser cualquiera, los fonones obedecen la
estadistica de Bose y no hay conservacién del numero total. Al igual que en el caso de los fotones,
podemos entonces trabajar en el ensemble gran candénico con p = 0. En lo que sigue, calcularemos
las propiedades de equilibrio del sélido a partir de la funcién de particion para un gas de fonones
no interactuantes.

12.1 Energia promedio y calor especifico de un gas de fo-
nones

La energia del estado del cristal se especifica dando n; (el niimero de excitaciones del tipo i= nimero
de fonones del modo 7) para cada uno de los 3N modos normales, esto es dando el conjunto {n;}.
La energia total para la configuracién {n;} es

3N

=1

La funcién de particién es (recuerde que no tenemos el vinculo Y-, n; = N)

3N
Z (B, V) :Z e P} :H (1 — e‘ﬁhwi)_l.
ni} =1

De aqui que

3N
Z(5,V) =3 In(1—e ),
=1
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de donde obtenemos para el niimero promedio de ocupacion n;

190z 1
B0 (hw;)  efhwi —1

ﬁi:—

y para la energia promedio

olnz 3N hw;

o5 % 1 Zh‘”i”l

=1

En la teoria cuantica de los sélidos armonicos se tiene que el calor especifico a volumen constante

viene dado por
0E 0 3N hwi
o= (or), = (o7 S )

=1

expresion que depende de manera detallada del espectro de los modos normales. En el limite
V' — oo, tenemos

_ W py 3V / 5, hw(k)

L :; eBhwi _ 1 - (271')3 eﬁhw(k) -1

donde, de acuerdo con el modelo de Debye, €2 es el volumen en el espacio de momentos de una
esfera de radio kp, con kp tal que

4 volumen del espacio k (27?)3
—7k? = | ocupado por N vectores | = N
3 V

de onda

(recuerde que (2‘7;) es el volumen por vector de onda en el espacio k). En este modelo, ademés, se

supone valida la relacién de dispersion
w = clk| = ¢k,

con ¢ la velocidad del sonido, obteniéndose entonces

E o hck
Definiendo wp = ckp y kOp = hwp = hckD, tenemos
E= 27T203 / du®
que puede reescribirse como
E g Mr b
N B4 (hwp)® et —1
©p ©p
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Ahora bien, para z >> 1y con § a™ = 1jat, a > 1yt <0 (Gradshteyn-Ryzhik 1.231), se tiene
n=0

—/dt

= Z/ dit3e™™ = Z in_ 1 -
n=1" n=1 15

_Z/ dtt3 ft —nt

el —1

Para t << 1, con ﬁ = % {1 - i+ ;jl B(zzkt ] (Gradshteyn-Ryzhik 1.213), se tiene para r << 1

B 3 4
~/dtt3 l1—+z %x] %—%er

y por lo tanto
E T\? o822 >>1
— = 9kT < ) X 3 P 4 .
R GO FIEA I BS SP
El calor especifico viene entonces dado por
3 3NK[1— L (e2)° i Op << T
oo (2E) Ao

AT 3
or 2 NE (L) si0p >> T

Para ©p << T, reteniendo solo el primer término, obtenemos el resultado clasico de Dulong y Petit
y los términos adicionales dan las correcciones cudnticas a altas temperaturas al resultado clésico.
A temperaturas extremadamente altas el modelo de fonones no interactuantes falla. Esto, debido
al hecho de que las fuerzas entre los atomos de la red no son estrictamente fuerzas armonicas,
los fonones no son estrictamente libres y la interaccion entre ellos no se puede despreciar a altas
temperaturas.

El resultado para temperaturas bajas concuerda muy bien con el experimento, lo que nos dice
que a bajas temperaturas las excitaciones del sélido estan contempladas esencialmente por fonones.

12.2 Ejercicios

1. Demuestre que en el modelo de Debye la entropia del gas de fonones viene dada por

©p

T 3
S:—SNfiln(l—e(TD))—i-HNﬁ(@ )3/ Tt !
D

el —1

y obtenga a partir de dicha expresion el comportamiento para bajas y altas temperaturas
con respecto a la temperatura de Debye Op.
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Capitulo 13

Electrones en un metal

En una primera aproximacién, es posible considerar a los electrones de conduccion en un metal
como esencialmente no interactuantes entre si. Asi, en lo que sigue, supondremos que el compor-
tamiento de dichos electrones viene descrito por la distribucién de Fermi-Dirac.

13.1 El calor especifico electrénico

Veamos a continuacién, como una aplicacién de la distribucién de Fermi-Dirac, el calculo de la
contribucion electrénica al calor especifico a volumen constante en un metal.

En un gas de electrones libres, no interactuantes entre si, los niveles de energia de una particula
vienen especificados por el vector de onda k y el espin s = %, con energias que son independientes
de s y que vienen dadas por

. RPk?
k) =——. 13.1
() =+ (13.1)
En la aproximacién de electrén independiente, la energfa promedio £ viene dada por
E=2Y e(k)m. (13.2)
i
Como ya es habitual, en el limite V' — oo tenemos
E Bk - -
== 2/ e (7)), (13.3)
donde hemos definido .

Por otro lado, en el limite V' — oo, obtenemos

Y=o djf f(=(8), (13.5)

que puede ser usada para eliminar p de la ec. (13.3)
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Note que (13.3) y (13.5) dependen de k solo a través de la energfa (k) = 2 Integrando en
coordenadas esféricas y con el cambio de variable de ka g, se tiene

/(;l:;f(g(’;)) on2 /d3’<f’€2 / deg(e (13.6)

donde

m 2mE
g(e) = @(5)W 5

es la densidad de niveles. Esta dltima puede ser reescrita a su vez como

g(e) = @(6)§£ (8)5 (13.8)

25F EFR

donde e es la energia de Fermi. En términos de g(¢) se tiene

[ deg@)er @ (13.9)
y o
= :/ deg(e) f(e). (13.10)

En general, integrales del tipo (13.9) y (13.10) son dificiles de evaluar. Sin embargo, para
T << = es posible obtener resultados como una expansién en potencias de T, siempre y cuando
las funciones que acompanan a f(c) en el integrando varien poco en un entorno «7" de € = p.
Considérese la integral

/ deH () f(¢) (13.11)
y definamos

) E/ de'H (€'Y | (13.12)
donde, es claro,

H(e) = dl;ig). (13.13)

Asi se tendra

7d5H /d K (= ( af>’ (13.14)

donde hemos integrado por partes. Puesto que f es cero para € un poco mayor que (i y uno para
€ un poco menor que [, 5 8f serd diferente de cero solo en un entorno de .
De aqui que para H (e ) no singular y que no varie fuertemente en un entorno de € = u, podamos

evaluar (13.14) expandiendo K (g) como

K(e) = K(u)+ i d”j;g) ) G ;!“)n. (13.15)
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D)

Figura 13.1: Derivada de la distribucién de Fermi como funcién de .

Sustituyendo (13.15) en (13.14) se tiene, tomando en cuenta que % es una funcién par de e — p y
que por lo tanto solo los términos pares de (13.15) contribuyen en (13.14),

R 2n 2n—1
u _Or\ A
Finalmente, haciendo kT) = x se tiene
R 21y
[ dene / deH (2) + Z an (KT HE) (13.17)
0o e=p
donde
N d 1 1
on= [ g <_d+1> = (2~ gy ) <), (13.18)
con ( la funcion zeta de Riemann. En particular, se tiene
7T2 m
2 _
="y =1

La expansion (13.17) se conoce como la expansiéon de Sommerfeld.
Aplicando la expansién de Sommerfeld, (13.17), a las expresiones (13.9) y (13.10), se obtiene

2

deg(e)e + T (K1) [ug (1) + g ()] + 0 (T*) (13.19)

<&

o~~——1x

2

:/ deg(e) + % (KT)? ¢ (1) + 0 (T4) : (13.20)

<|=



Mecéanica Estadistica — Versién Preliminar
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La ecuacién (13.20), como veremos, implica que p difiere de e; por términos del orden de 7% y de

/ deH (e / deH (e

—¢cg) H (e4) . (13.21)
Haciendo esto en las integrales que aparecen en (13.19) y (13.20) tenemos
— Ef
E 2
= [ - eate) + G776
0
7TQ 2 4
+5 (K1) g (e4) +0 (1) (13.22)
y
N 7 2
v :/ deg(e) + [(u —er)g(ef) + ry (kT)" ¢ ( )] (13.23)
0
Ahora bien
€y 1 ky N
deg (2) = — / dkk? = 2
{ eg(e) = v
y por lo tanto, (13.23) implica que
2 /
™ 2 9 (1)
w = e — — (kT
CRTEn
1 (7kT\?
= ¢y 1——-— —
3 2€f
donde hemos usado (13.7)

(13.24)
La ecuacién (13.24) nos dice que la suposicién hecha en (13.21)
correcta. Por otro lado, de (13.22) se tiene, haciendo uso de (13.24)

E EO 2
o=+ T g ()

y el calor especifico del gas de electrones vendra dado por

(0 FE 2, 2
=(38), -5

5)_7L£
3 =9 ey

(13.25)



Capitulo 14

El Modelo de Ising”®

No necesariamente toda invariancia del Hamiltoniano de un sistema cuéntico debe también ser
una invariancia del estado base del sistema. Un ejemplo estandar, en el que se presenta esta
situacion, es el ferromagneto de Heisenberg: un arreglo periédico de momentos magnéticos con
interaccién entre primeros vecinos. En este, aunque el hamiltoniano del sistema es invariante bajo
rotaciones, el estado base del sistema es el estado en el que todos los momentos magnéticos estan
alineados en alguna direccién. Se dice entonces que hay rompimiento espontaneo de simetria. Este
fenémeno se da en algunos metales cuando la temperatura es mas baja que una cierta temperatura
caracteristica denominada temperatura de Curie. Asi, una fracciéon de los espines de los atomos
se alinea espontaneamente en la misma direccién dando lugar a una magnetizaciéon macroscopica
diferente de cero. Por encima de la temperatura de Curie los espines estan orientados al azar y la
magnetizacion neta es cero. La transicién del estado ferromagnético al estado no-ferromagnético
es una transicion de fase caracterizada por el hecho de que el calor especifico del metal tiende a
infinito a medida que la temperatura se aproxima a la temperatura de Curie.

En el modelo de Ising se simula un dominio ferromagnético. Su importancia descansa en el
hecho de que el modelo bidimensional es el inico ejemplo no trivial que presenta una transicién
de fase y a la vez admite un tratamiento exacto en mecéanica estadistica.

14.1 Definicion del modelo

Veamos en algun detalle en que consiste el modelo de Ising [E. Ising, Z. Phys. 31 (1925) 253]. Con-
sideremos un arreglo periédico n-dimensional (n = 1,2,3) de N espines S;, con (i = 1,2,---, N),
donde cada S; puede tomar solo uno de dos valores posibles: +1 6 —1. El conjunto {S;} especifica
el estado del sistema y la energia de dicha configuracion viene definida por

N
Bsy=—2_ ;85— B)_S;, (14.1)
<ij> i—1

donde }°_;;~ denota suma sobre pares de espines primeros vecinosy tanto la energia de interaccion
entre vecinos €;; > 0 como el campo magnético B se suponen constantes. Para el caso isétropo se
tiene g;; = ¢ y de aqui que

N
1

<ij> i=
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Note que la interaccion entre espines vecinos no es la interaccién usual entre los dipolos magnéticos
asociados, ya que esta tultima es muy débil como para producir ferromagnetismo. Aqui, S; es el
espin electrénico total del &tomo que se encuentra en el sitio ¢ y la interaccion a la que aludimos
es la denominada “interaccién de intercambio”, que es consecuencia del principio de exclusién de
Pauli. Esta interaccion es en realidad de origen electrostatico y los términos de interaccién entre
vecinos, tanto en (14.1) como (14.2), deberan entenderse como energias de interaccién efectivas
que resultan ser dependientes del espin.
La funcién de particion del sistema viene dada por

2,8) = L5 S ew =63 B | (143)

S1 S SN

donde S; toma los valores +1 y —1, independientemente del valor que tome S; para i # j.
Todas las funciones termodindamicas se obtienen, de la manera usual, a partir la funcién de
particion (14.3). Asi, la energfa libre de Helmholtz viene dada por

1
F=—InZ 14.4
3 (14.4)
y la energia total promedio por
_ 0
E=——InZ 14.5
o5 " (14.5)

Por 1ultimo, la magnetizacion viene dada por

M= YT [(i Si) eXP{—ﬁzzéV:l Eisy )

S1 S2 SN 7

= -z (14.6)

El valor que tome M para B = 0 serda denominado magnetizacion espontanea y si esta es diferente
de cero diremos que el sistema es ferromagnético.

14.2 El Modelo de Ising unidimensional

En el modelo de Ising unidimensional, los /N espines estan localizados en un arreglo periédico
unidimensional, interactuando cada espin inicamente con sus dos primeros vecinos y con un campo
magnético externo. En este caso, la energia del sistema viene dada por

N N
E=—c¢ Z SkSk+1 - B Z Sk, (14.7)
k=1 k=1

donde por conveniencia impondremos la condicién de contorno periodica
SN+1 - Sl. (148)

Asi, la topologia del sistema unidimensional resultante es igual a la de un circulo.
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N-1 4

Figura 14.1: Topologfa del modelo de Ising unidimensional.

Considérese a continuacién al sistema en contacto térmico con un reservorio. La funcién de
particion correspondiente viene dada por

Z(ﬁ, B) :SZSZSZeXp {ﬁki(gsksk—i-l"i_BSk)} (149)

donde cada Sy asume los valores +1 y —1, independientemente de los valores que asuma S; para
k # 7. Obsérvese que

Z(ﬁ, B) = ZZ .. Zexp {ﬁ Z |:ES]€S]<;+1 + ;B(Sk + Sk:—&—l)} } , (14.10)
S1 S Sn k=1

donde hemos usado (14.8).

Ahora, la funcién de particion (14.10) puede ser expresada en términos de matrices [H.A.
Cramers y G.H. Wannier, Phys. Rev. 60 (1941) 252]. Definamos P como el operador cuya
representacion matricial es la matriz 2 x 2 P, con elementos dados por

<+1P|+1> = exp{f(e+ B)}
<—1P|—-1> = exp{f(e—B)}
<+1P|-1> = <—-1P|+1> = exp(—pe), (14.11)

esto es,

6ﬁ(s—i—B) 6—55
Po= (s s | (14.12)

Entonces, podemos reescribir (14.10) como

Z(ﬂ, B) = ZZ . Z < 51|P|SQ > < SQ|P|83 > e K SN|P|31 >, (1413)
S1 Sa SN
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donde ]
< S|P|S' >= exp {5 {gssw 5B (s+s')]}, (14.14)

con S y S" asumiendo los valores +1 de manera independiente. A continuacién, usando

SIS (Si = [+1) (+1| + |-1) (—1] =1, (14.15)

S;
que puede verificarse facilmente con < —|+ >=< +|— >=0y < +|+ >=< —|— >= 1, se tiene
finalmente

Z(8, B) =y < $1|PY| $; >=Tr {P"}. (14.16)

St

Note que el hecho de que Z sea la traza de la representacion matricial de la potencia N del operador
P es una consecuencia directa de la condicién (14.8).

Ahora bien, sabemos que la traza de una matriz es invariante bajo cambios de base, por lo
que podemos escribir P en la base de sus autovectores obteniendo asi una representacion matricial
diagonal

7= (T )= = (N o) A1)

y de aqui que

Z=Tr{P"} =Tr{P"} = (\)" + (A )Y, (14.18)
Los autovalores de (14.12) vienen dados por
Ay = e {cosh (BB) £ \/cosh2 (BB) — 2e~2% sinh (255)} , (14.19)
donde es claro A, > A_ para todo B. Para N — oo solo A, es importante, ya que
1 A
—InZ=InA,+In{l+|— ]| — InA,. (14.20)
N Ay —00
Se sigue entonces que la energia libre de Helmholtz por espin viene dada por
1
NF =—¢—08"'In {cosh (BB) + \/cosh2 (BB) — 2e~2%¢ sinh (2¢) (14.21)

y la magnetizacion por espin es entonces
1 10 sinh (5B)
N poB \/cosh2 (BB) — 2e~2% sinh (2¢) '

(14.22)

Note que % P 0y por lo tanto el modelo de Ising unidimensional no presenta magnetizacién
espontanea. Como es claro, la configuracién promedio es el resultado de dos tendencias opuestas:
alineacion completa de los espines para minimizar la energia vs. orientacion al azar de los espines
para maximizar la entropia. Del resultado obtenido se concluye entonces que en el modelo de
Ising unidimensional, el bajo nimero de vecinos provee una interaccion que no es suficiente para
sustentar la fase con magnetizacion espontanea.
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z|z

T,<T,

Figura 14.2: Magnetizacién del modelo de Ising unidimensional.

14.3 EIl Modelo de Ising bidimensional

En lo que sigue, daremos las bases generales sobre las que se construye el modelo de Ising bidi-
mensional. Considere una red de n + 1 filas y n + 1 columnas, en la que se encuentran localizados
N = n? espines con el requerimiento de que las configuraciones de la (n + 1)-fila y de la (n + 1)-
columna sean idénticas a las de la primera fila y primera columna respectivamente. Esta condicién
de contorno endosa la red con la topologia de un 2-toro. Denotando por p, (o =1,2,---,n) el
conjunto de las coordenadas de espin de la fila «, se tendra que

Bnt1 = H1

y la configuracién de la red se especifica dando el conjunto {1, po, -« fin}-

Por hipdtesis, la fila a solo interactia con las filas (o« + 1) y (o — 1). Sea E (f1q fta+1) la energia
de interaccion entre la fila a y la (v + 1). Sea E (u,) la energia de interaccion entre los espines de
la fila o mas la energia de interaccién con un campo magnético externo B. Entonces

E(py) = —e SpSy
k=1
E(n) = — > (¢SkSk1 + BSk)
k=1

donde i y ' denotan respectivamente la colecciéon de coordenadas de espin en dos filas vecinas
pw={S1,--, S} yu ={S],--,5}. La energia total de la configuracion {1, pia,- - p,} viene
entonces dada por
Bty i} :Z E (pa,pa+1) + E (1ta)
a=1

y la funcién de particion es

2(3,B) =% - 3 exp {—B S B (papians) + Ew} .

H1 o p2 a=1
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Definiendo P tal que

< p|Plp" >= exp {—=B[E (paftas1) + E (1a)]}

se tiene

Z(B,B) = Y3 > <m|Plpp >< pa|Plug > < i [Pl >

H1 M2 HN

= <[P >=Tr {P")
1

Puesto que la traza de P es independiente de la representacién matricial, podemos evaluar T'r { P™}
en la representacién en la que P es diagonal, esto es, en la base de sus autovectores. Al igual que
en el caso unidimensional, es suficiente con encontrar el autovalor mas grande de P, ya que

1
lim —InZ =1lim —In Ay,
N—ooo n—oo

donde N = n?. El cédlculo es sin embargo bastante complicado [L.Onsager, Phys. Rev. 65 (1944)
117; B. Kaufmann, Phys. Rev. 75 (1949) 1232] y no lo presentaremos aqui, simplemente nos
limitaremos a mostrar algunos resultados. La energia libre de Helmholtz por espin para B = 0 es

F(3.0 1 1
ﬁg\[ﬁ’):—ln(QCosh(2/65))—%40[901“2(1"'\/%)

y la energia promedio por espin viene dada por

E(ﬁ, 0) B 0
N 03

{6]};] = —e coth (2¢) {1 + ik'Kl (k)} :

donde K7 (k) es la integral eliptica de primer tipo

w/2 1
Ki(k) = [ dy ,
o /1 — kZsin?
con
L= 2sin (20¢)
~ cosh® (23¢)
y

k' = 2tanh?®283¢ — 1.

Asi, el calor especifico ¢(/3,0) viene dado por
1 2
%c(ﬁ, 0) = - (Be coth (28e))? 2K, (k) — 2B, (k)] — (1 — &) (;T + KKy (k)) :

donde F; (k) es la integral eliptica de segundo tipo

/2

Ey (k) E/ dpy/1 — k2sin® o

0
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Figura 14.3: Calor Especifico del modelo de Ising bidimensional.

y tenemos que el calor especifico se aproxima logaritmicamente a infinito a medida que T" — T,
(véase la figura 14.3), donde T, satisface la relacién tanh® 2¢/kT, = 1/2.

El célculo de la magnetizacién, igualmente complicado, fue hecho por Yang [ C.N. Yang, Phys.
Rev. 85 (1952) 809], obteniendo para la magnetizacién esponténea la expresién

1 0 T>T,

N M(0,0) = { (1= [sinh(282) 4} T <T," (14.23)

El grafico de este resultado se muestra en la figura 14.4.

M(O,T)

—

Figura 14.4: Magnetizacién espontdnea (B = 0) del modelo de Ising bidimensional.



Mecéanica Estadistica — Versién Preliminar 100




Bibliografia

Esta bibliografia incluye referencias a algunos textos del mismo nivel o mas avanzados que el pre-
sente trabajo. La misma refleja, necesariamente, los gustos del autor y no pretende ser exhaustiva.

Textos de nivel intermedio

Kittel C. & Kroemer H., Thermal Physics (W. H. Freeman, New York, 1980).

Ma S. K., Statistical Mechanics (World Scientific, Philadelphia, 1985).

Mandl F., Statistical Physics (Wiley, New York, 1971).

Reif F., Fundamentals of Statistical and Thermal Physics (McGraw-Hill, New York, 1965).

Textos de nivel avanzado

Huang K., Statistical Mechanics (Wiley, New York, 1987).
Kubo, R., Statistical Mechanics (North-Holland Publishing Co., Amsterdam, 1965).
McQuarrie D., Statistical Mechanics (Harper & Row, New York, 1976)

101



Indice de Materias

Boltzmann
constante de, 19
estadistica, 73, 75
factor de, 12
funcién de particion, 75
gas ideal, 73, 76
Bose-Einstein
condensacién, 22
estadistica, 57
gran funcién de particion, 60
Bosones, 57, 59

calor especifico, 21
gas de electrones, 92
gas ideal monoatémico, 21
modelo de Debye, 87
modelo de Einstein, 29
Cantidad extensiva, 44, 76
Cantidad intensiva, 45, 76
Cuerpo negro, 67
radiacion, 67, 70
Curie, ley de, 34

Debye, modelo de, 85
Densidad de estados, 13, 37, 41, 55
gas ideal clasico, 40
oscilador armonico, 40
Dirac, distribucién 9, 37
Dispersiéon, wvéase fluctuaciones
Distribucién canénica, 12, 14
valores medios, 13
Distribucién de Planck, 69
Distribucién de Poisson, 78
Distribucién de velocidades de Maxwell, 76
Distribucién gran candnica, 53
valores medios, 54

Ecuacion de estado

102

gas ideal clasico, 19

gas ideal cuantico, 60
Einstein, modelo de, 28
Electrones en un metal, 89

calor especifico, 89
Energia de Fermi, 61, 90
Energia libre

Gibbs, 55

Helmbholtz, 44, 54, 76, 79, 94
Ensemble, 9

canoénico, 11, 12, 23, 37, 44, 53

gran canonico, 56, 58

microcanénico, 10, 47, 55
Entropia, 43-45, 47, 48

aditividad, 46, 49
Equilibrio, 10
Equilibrio quimico, 79
Estadistica de Boltzmann, 73

distribucién, 75

funcién de particién, 75
Estadistica de Bose-Einstein, 57

distribucién, 60

gran funcién de particion, 60
Estadistica de Fermi-Dirac, 57

distribucién, 59

gran funcién de particion, 59
Estados accesibles, 9-14, 16, 45

Factor de Boltzmann, 12
Fermi, energia de, 61
Fermi-Dirac

estadistica, 57

funcién de particion, 59
Ferromagnetismo, 93
Fluctuaciones

de la energia, 23

nimero de particulas, 77



103

Nelson Pantoja Vasquez

Fonones, 85
Fotones, 67
estadistica, 67
funcién de particién, 68
Fuerza generalizada, 46
Funcion de particién
ensemble candnico, 12
ensemble gran canonico, 53
ensemble microcanénico, 55
fotones, 68
gas ideal clésico, 19
isoterma-isobarica, 55
oscilador arménico, 28
sistemas independientes, 31

Gas ideal clésico, 19
densidad de estados, 40
ecuacion de estado, 19
funcion de particion, 19
Gas ideal cuantico, véase Estadisticas de Bose-
Einstein y Fermi-Dirac, 59
ecuacion de estado, 60
Gibbs, energia libre, 55

Helmholtz, energia libre, 44, 54, 76, 79, 94

Interaccién térmica, 11
Ising, modelo de, 93

Ley de Curie, 34

Maxwell
distribucién de velocidades, 76
relaciones de, 45

Mecénica estadistica, 9

Modelo de Debye, 85

Modelo de Einstein, 28

Modelo de Ising, 93, 94, 97
ferromagnetismo, 93

Oscilador armoénico, 25
clasico, 27
cuantico, 25
densidad de estados, 40
energia térmica, 26
funcion de particion, 28

Paramagnetismo, 34
Planck
constante de, 9
distribucién de, 69
ley de radiacién, 70
Poisson, distribucion de, 78
Postulado de la igualdad a priori de las pro-
babilidades, 10
Potencial quimico, 53, 54, 78, 79
energia de Fermi, 61
Presién
como fuerza generalizada, 46
ejercida por gas de Fermi-Dirac, 62
ejercida por gas de fotones, 71
ejercida por gas ideal clésico, 19
en mecanica estadistica, 15
mezcla de gases, 32
Primer principio de la termodinamica, 43
Principio de exclusiéon de Pauli, 57
Probabilidad, 9
Proceso cuasiestatico, 44

Radiacion electromagnética, 67
en equilibrio térmico, 67
Redes cristalinas, 85
vibraciones en sélidos, 85
Relaciones de Maxwell, 45
Reservorio térmico, 11

Segundo principio de la termodinamica, 43
Sistemas estadisticamente independientes, 31
Sommerfeld, expansion de, 91
Stefan-Boltzmann, ley de radiaciéon, 70
Susceptibilidad magnética, 14

Temperatura, 19, 44
Tercer principio de la termodinamica, 44
Termodinamica, 43, 44

principios, 43

relaciones, 45

Valores medios, 13, 54



	Índice General
	I Métodos Básicos de la Mecánica Estadística
	Sistemas aislados. Ensemble Microcanónico
	Una descripción estadística
	Ensemble Microcanónico

	Sistemas en contacto térmico. El Ensemble Canónico
	Contacto térmico
	Valores medios
	Ejercicios

	El gas ideal clásico. Temperatura
	Temperatura y energía media
	Fluctuaciones de la energía

	El oscilador armónico
	Un oscilador armónico en equilibrio térmico
	El modelo de Einstein para los sólidos
	Ejercicios

	Sistemas independientes
	Grados de libertad independientes y la función de partición
	Ejercicios

	La densidad de estados*
	Ejercicios

	Termodinámica y Mecánica Estadística
	Principios de la termodinámica
	Ensembles Canónicos y termodinámica
	Entropía y los ensembles microcanónico y canónico.*
	Ejercicios


	II El Ensemble Gran Canónico y Otros
	Sistemas en contacto térmico y difusivo. El Ensemble Gran Canónico
	Contacto térmico y difusivo
	Valores medios
	Ejercicios

	Los Gases Ideales Cuánticos. Gases de Fermi y de Bose
	Gases ideales de partículas idénticas
	Las distribuciones cuánticas
	Presión, energía y número promedio de partículas
	La energía de Fermi
	Ejercicios

	El Gas de fotones. Radiación de Cuerpo Negro
	Fotones y estadística
	La distribución de Planck
	Ejercicios

	El Gas Ideal de Boltzmann
	Gases Ideales de Bose, de Fermi y de Boltzmann
	Algunas Propiedades de los Gases Ideales de Boltzmann
	Ejercicios


	III Tópicos Especiales
	Fonones. El modelo de Debye
	Energía promedio y calor especifico de un gas de fonones
	Ejercicios

	Electrones en un metal
	El calor específico electrónico

	El Modelo de Ising*
	Definición del modelo
	El Modelo de Ising unidimensional
	El Modelo de Ising bidimensional


	Índice de Materias

